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МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1

Раздел 1 Элементы линейной и векторной алгебры
Тема 1.1 Матрицы и определители

Алгебраическая операция и ее свойства. Определение и примеры группы, кольца, поля. Определение матрицы. Виды матриц. Транспонирование матриц. Алгебраические операции над матрицами. Свойства алгебраических операций над матрицами. Определители второго, третьего порядков и матрицы n-го порядка. Свойства определителей. Алгебраические дополнения и их свойства. Присоединенная и обратная матрицы. Критерий обратимости. Метод Жордана-Гаусса нахождения обратной матрицы.  Ранг матрицы как наивысший порядок ее миноров, отличных от нуля. Вычисление ранга матрицы с помощью элементарных преобразований. Линейная комбинация, линейная зависимость и независимость строк (столбцов) матрицы. (1, гл.1, §1.1-1.6; с.9-35); (2, гл.1).

Матрица – это прямоугольная таблица, составленная из m·n чисел, расположенных в m строках и n столбцах. Обращение к элементу матрицы происходит указанием номера строки и номера столбца. Например, элемент a27 (читается: а два семь) стоит во второй строке и седьмом столбце. Следует изучить основные алгебраические операции, выполняемые над матрицами: умножение матрицы на число, сложение, умножение матриц, транспонирование, и их свойства. 

Относительные трудности возникают при усвоении операции умножения матриц. Необходимо твердо усвоить формальное правило умножения ( 1, с. 12–13) и связанное с ним условие существования произведения  АВ матриц  А и В: число столбцов матрицы А должно быть равно числу строк матрицы В. Одна из особенностей операции умножения состоит в том, что произведение матриц в общем случае не коммутативно, т.е. АВ ( ВА. Если матрицы А и В не квадратные, то это свойство очевидно, так как либо одно из произведений АВ или ВА не существует, либо АВ и ВА – матрицы разных размеров. Даже если А и В –  квадратные матрицы, в общем случае АВ ( ВА, в чем нетрудно убедиться на любом частном примере. Другая особенность произведения матриц состоит в том, что произведение двух ненулевых матриц может оказаться нулевой матрицей. 

Например, можно легко показать, что произведение матриц есть нулевая матрица (сравните: во множестве действительных чисел произведение равно нулю тогда, когда хотя бы один из сомножителей равен нулю).
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При изучении понятия определителей необходимо уяснить, что определитель есть число, сопоставляемое квадратной матрице по определенным правилам. Однако, эти правила не дают эффективного способа вычисления определителей. Легко запоминаются лишь формулы для вычисления определителей второго и третьего порядков (это необходимо сделать!) (1, пример 1.9, c.25, 26).. Основные свойства определителей помогут решить задачу вычисления определителей более высокого порядка. Попробуйте с этим разобраться.

Важным определением в теории матриц является определение обратной матрицы. Оказывается, обратная матрица существует не всегда (!), а лишь в тех случаях, когда ее определитель отличен от нуля. Для того, чтобы вычислить обратную матрицу нужно знать определение присоединенной матрицы, уметь их вычислять, Проверить правильность вычисления обратной матрицы довольно просто. Для этого вычислите произведение АА-1  или А-1 А. Если в результате Вы получите единичную матрицу, то обратная матрица  А-1 найдена правильно.

Для усвоения материала необходимо разобрать задачи (1, 1.15 – 1.29).

Пример: Найти матрицу С=ВT(АT(А(В, если А=
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Решение:

Алгоритм решения:
1. Находим матрицы ВT, АT, транспонированные к матрицам А и В.

АT=
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2. Находим произведение матриц:

ВT(АT=
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3. Находим произведение матриц:
А(В=
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4. Находим произведение

С=ВT(АT(А(В=
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Ответ: C=
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Тема 1.2 Система линейных уравнений

Система n линейных уравнений с n переменными (общий вид). Матричная форма записи системы. Совместные и несовместные, определенные и неопределенные системы. Теорема Крамера о разрешимости системы n линейных уравнений с n переменными (без доказательства). Решение системы по формулам Крамера, с помощью обратной, методом Гаусса. (1, гл. 2, §2.1-2.3,2.6; с. 38-47,53-56); (2, гл. 2).

При изучении материала темы следует освоить матричную форму записи заданной системы п линейных уравнений с п переменными и уметь переходить к этой форме от общего вида системы и наоборот. Необходимо знать и уметь объяснить, какие системы уравнений называются совместными (определенными и неопределенными) и несовместными. Решить систему линейных уравнений помогает метод Гаусса, теорема Крамера и обратная матрица. Отметим, что формулы Крамера и обратная матрица, работают не всегда, а лишь в том случае, когда определитель матрицы коэффициентов при неизвестных не равен нулю. (см. примеры 2.1–2.3, 2.6, 2.7). 

Наиболее важен для практики метод Гаусса, имеющий по сравнению с другими способами решения ряд достоинств: он менее трудоемок, позволяет однозначно установить, является ли данная система определенной, неопределенной или несовместной, а в случае совместности системы – определить число ее независимых уравнений и исключить «лишние».

Отметим, что системы линейных уравнений с большим числом неизвестных (более 3), решаются в основном методом Гаусса.

В методе Гаусса нужно усвоить правило исключения неизвестных x1, x2, …, xn. Цель – в первом столбце во всех строках кроме первой получить нули путем прибавления первой строки, умноженной на подходящие коэффициенты, ко второй и последующим строкам.

Затем умножается вторая строка на соответствующие коэффициенты. Цель – обеспечить нули во втором столбце во всех строках кроме второй (a22 (0) путем прибавления к третьей и последующим строкам второй строки, умноженной на необходимые коэффициенты и т.д.

Для первой строки это коэффициенты (-a21/a11;-a31/a11;…;-am1/a11); для второй строки это коэффициенты (-a32/a22;-a42/a22;…;-am2/a22).

Множество всех переменных делятся на два класса – главные или базисные переменными, для которых определитель матрицы из коэффициентов при них отличен от нуля (переменные x1, x2,…, xr), и свободные, остальные (n–r) переменных. Основная задача – выразить главные переменные через свободные.

При прямом ходе метода Гаусса решения системы линейных уравнений определяется главная переменная xr. Затем при обратном ходе определяются остальные главные переменные xr-1, xr-2 и так до x1.

Необходимо разобраться (теорема Кронекера-Капелли) в том, что система имеет единственное решение в том случае, когда ранг матрицы «r» равен числу переменных «n», т.е. r=n; система имеет бесконечное множество решений, если n (r.

Рекомендуется разобрать задачи с решениями № 2.1–2.3, 2.6, 2.7 и задачи для самостоятельной работы № 2.11, 2.12, 2.15–2.18, 2.21–2.23 по учебнику [1] и аналогичные задачи по практикуму [2]. 

Тема 1.3 Векторное пространство

Определение и примеры векторного пространства. Определение и примеры подпространства. Линейная комбинация, линейная оболочка, линейная зависимость и независимость векторов. Базис и размерность векторного пространства. Разложение вектора по базису. Матрица перехода и ее свойства. Фундаментальная система решений системы линейных однородных уравнений. (1, гл. 3, § 3.1–3.3, 3.7; с. 63–66, 68–72, 82–84); (2, гл. 3). 

Необходимо разобраться с понятием n-мерного вектора и векторного пространства, изучить свойства векторного пространства.

Множества всех плоских и пространственных векторов, для которых определены операции сложения и умножения, а также умножения вектора на число, являются простейшими примерами векторных пространств. В данной теме обобщается понятие вектора и дается определение векторного пространства. 

Необходимо уяснить понятие линейной комбинации, линейной зависимости и линейной независимости векторов, а именно: линейная комбинация векторов a1,a2,…,an векторного пространства R равна сумме произведений этих векторов на произвольные действительные числа (am=(1a1+(2a2+…+(m-1am-1). Векторы a1,a2,…,an называются линейно зависимыми, если существуют такие числа (1,(2,…,(m не равные нулю одновременно, что (1a1+(2a2+…+(mam=0. Векторы a1,a2,…,an называются линейно независимыми, если (1a1+(2a2+…+(mam=0 только при одновременном равенстве нулю всех чисел (1=(2=…=(m=0.

В случае линейной зависимости векторов, по крайней мере, один из них выражается через остальные.

Необходимо уяснить, что любой вектор пространства может быть представлен в виде линейной комбинации векторов базиса.

Особую роль в приложениях математики играют векторы, обладающие следующим свойством: при умножении квадратных матриц на них образуются новые векторы, коллинеарные исходным. Такие векторы получили название собственных векторов матрицы, а соответствующие им числа – собственных значений матрицы. Точное определение собственных векторов и значений приведено в (1, с. 82). 

Тема 1.4  Линейные отображения

Преобразование матрицы линейного оператора при переходе к новому базису. Евклидово пространство. Билинейные функции и квадратичные формы в евклидовом пространстве. Приведение квадратичной формы к каноническому виду в евклидовом пространстве. (1, гл. 3, § 3.5–3.9; с.76-86); (2, гл. 3). 

При изучении материала следует разобрать понятия евклидова пространства, линейного оператора. Во многих вопросах, как чисто математических, так и прикладного характера, встречаются квадратичные формы от нескольких переменных х1, х2, …, хn. Так называется любой однородный многочлен второй степени от х1, х2, …, хn. Слово «однородный» означает, что все члены многочлена имеют одну и ту же степень. Возникает задача о таком выборе преобразования координат, при котором квадратичная форма в новых координатах имеет особенно простой вид. Такой вид квадратичной формы называется каноническим. Его особенность состоит в том, что отсутствуют члены с произведением различных координат. Более простой метод приведения к каноническому виду – метод Лагранжа. Полученные различными способами канонические формы обладают рядом общих свойств (закон инерции квадратичных форм, критерий Сильвестра). Рекомендуется разобрать задачи с решениями N 3.5, 3.6, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 и задачи для самостоятельной работы N 3.31–3.35 по учебнику (1) и аналогичные задачи по практикуму (2). 
Раздел 2 Элементы аналитической геометрии
Определение системы координат на плоскости: декартова и полярная системы координат. Векторы на плоскости и в пространстве. Проекция вектора на ось. Линейные операции над векторами (произведение на число, сложение) и их свойства. Скалярное, векторное, смешанное произведение векторов, их выражение через координаты, геометрический смысл, свойства. Уравнение прямой с угловым коэффициентом, общее уравнение прямой, уравнение прямой, проходящей через две точки. Угол между прямыми, знать условия параллельности и перпендикулярности двух прямых, формулу нахождения расстояния от точки до прямой. Уравнение прямой с угловым коэффициентом, общее уравнение прямой, уравнение прямой, проходящей через две точки. Угол между прямыми, знать условия параллельности и перпендикулярности двух прямых, формулу нахождения расстояния от точки до прямой. Общее уравнение прямой в пространстве, уравнение прямой, проходящей через данную точку в данном направлении, через две точки. Общее и параметрическое уравнения плоскости в пространстве, геометрический смысл коэффициентов в общем уравнении плоскости. Взаимное расположение двух прямых, двух плоскостей, прямой и плоскости. Поверхности второго порядка. Определение эллипсоида, одно и двуполостного гиперболоидов, эллиптического и гиперболического параболоидов, конуса, цилиндров. Классификация поверхностей второго порядка. (1, гл. 3, § 3.1–3.3, 3.7; с. 63–66, 68–72, 82–84); (2, гл. 3).
Необходимо рассмотреть и усвоить понятие вектора, обозначения векторов, определение длины векторов, определение коллинеарных векторов, противоположных векторов. Изучить операции сложения и вычитания векторов на плоскости и в пространстве. Правило параллелограмма, многоугольника, параллелепипеда. 

Надо уяснить, что скалярное произведение векторов это произведение модулей их длин на косинус угла между ними, а скалярное произведение в координатах равно сумме произведений соответствующих координат. Разобрать задачи с решениями (1,3.14–3.17).

Рекомендуется разобрать задачи с решениями N 3.2, 3.3, 3.7 и задачи для самостоятельной работы N 3.18–3.20, 3.27, 3.28 по учебнику [1] и аналогичные задачи по практикуму [2]. 
ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1

ВАРИАНТ №1

Задание №1.  Найти матрицу С, если: С=АТВ-2ВТ,  А=
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Задание №2.  Решить систему линейных уравнений тремя методами:
· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image21.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

А (2,3);   В (1,3);   С (-6,-4).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image22.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение цилиндра, если ось коллинеарна вектору q(1,2,3), а направляющая задана уравнениями у2 = 4х, z = 0. 

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы
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ВАРИАНТ №2

Задание №1 Найти матрицу С, если:    С=АВТ-АТ,  А=
[image: image24.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                        
[image: image26.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                 А (1,1);   В (-3,3);   С (-5,-2).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image27.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение цилиндра, если ось коллинеарна вектору q(1,1,1), а направляющая задана уравнениями х2 + у2 +z2=0, z=0.   

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы
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ВАРИАНТ №3

Задание №1 Найти матрицу С, если:   С=АТВ-ВАТ,  А=
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                        
[image: image31.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                  А (1,2);   В (-2,3);   С (-2,-3).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image32.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением прямой 

z = у, х = 0 вращением вокруг оси Oz.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №4

Задание №1 Найти матрицу С, если:   С=АВТ-3В,  А=
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                        
[image: image36.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                    А (2,1);   В (-3,2);   С (-1,-4).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image37.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение конуса, вершина которого находится в точке М(1,-2,7), а направляющая задана уравнениями х2 = 1 – у2 + z2,  z = у – х. 

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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2

3

1

2

1

2

3

2

2

2

1

20

4

16

2

5

11

х

х

х

х

х

х

х

х

х

-

+

+

+

+

.

ВАРИАНТ №5

Задание №1 Найти матрицу С, если:      С=2АТВ-ВАТ,  А=
[image: image39.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image41.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                            А (1,3);   В (-2,2);   С (-3,-5).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image42.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением кривой  z = x2,  y = 0 вокруг оси Oz.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №6

Задание №1 Найти матрицу С, если:      С=(В+АВ)Т ,  А=
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image46.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                     А (3,1);   В (-3,1);   С (2,-3).

Задание №4 Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е:  а = 48; е = 
[image: image47.wmf]12

13

.

Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением кривой z = x2 ,  y = 0 вокруг оси Ox.

Задание № 6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №7

Задание №1 Найти матрицу С, если:     С=(А-ВА)Т,  А=
[image: image49.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image51.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                            А (2,2);   В (-1,3);   С (0,-5).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е: а = 36; е = 
[image: image52.wmf]18

20

.

Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением прямой z = у , х = 0 вокруг оси Oу.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №8

Задание №1 Найти матрицу С, если:     С=(АВ+ВА)Т ,  А=
[image: image54.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image56.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                              А (3,2);   В (-2,1);   С (-5,-5).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е: а = 32; е = 
[image: image57.wmf]16
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.

Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением вокруг оси Oz кривой z = 
[image: image58.wmf]0
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Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №9

Задание №1 Найти матрицу С, если:  С=2А(А-В)Т ,  А=
[image: image60.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 
· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                 
[image: image62.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

-

+

=

+

-

16

3

2

2

1

2

4

3

2

2

1

4

3

2

1

3

x

x

x

x

x

x

x

x

x


· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                           А (2,3);   В (-1,2);   С (-4,-4).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е: а = 42; е = 
[image: image63.wmf]21

24

.

Задание №5  Составить уравнение поверхности, образованной вращением вокруг оси Oz кривой 
[image: image64.wmf]0
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Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №10

Задание №1 Найти матрицу С, если:   С=АТ (В+А),  А=
[image: image66.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера ,                                 
[image: image68.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                           А (3,3);   В (-1,1);   С (0,-7).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е:   
[image: image69.wmf]1
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Задание №5  Исследовать форму кривой Г, заданной уравнениями 
[image: image70.wmf]î
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. Определить вид ее проекции на плоскость Оху.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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