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ВВЕДЕНИЕ

Цель курса математики состоит в освоение необходимого математического аппарата. Это необходимо для анализа моделирования и решения прикладных задач, с использованием ЭВМ.

Задачи изучения математики как фундаментальной дисциплины состоят в развитии логического и алгоритмического мышления, в выработке умения моделировать реальные процессы.

Процесс изучения дисциплины направлен на формирование следующих компетенций, представленных в таблице.

Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине «Математика», соотнесенных с планируемыми результатами освоения образовательной программы

Таблица 1− Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине
	Код компетенции
	Наименование компетенции
	Вид деятельности и проф. задачи

	Планируемые результаты
	Уровень освоения компетенции


	ОПК-2 
	способностью использовать основные законы естественнонаучных дисциплин в профессиональной деятельности, применять методы математического анализа и моделирования, теоретического и экспериментального исследования
	
	знать:

· роль и место информации в развитии современного информационного общества;

· основные положения изучаемого курса.

уметь:
· выделять наиболее существенные факты в профессиональной деятельности;

· адекватно оценивать итоги своих образовательных и научных результатов.

владеть:
· способностью выстраивать перспективные стратегии личностного и профессионального развития.
	Пороговый



	
	
	
	знать:

· роль и место информации в развитии современного информационного общества;

· основные положения изучаемого курса.

уметь:
· выделять наиболее существенные факты в профессиональной деятельности;

· адекватно оценивать итоги своих образовательных и научных результатов.

владеть:
способностью выстраивать перспективные стратегии личностного и профессионального развития.
	Базовый



	
	
	
	знать:

· роль и место информации в развитии современного информационного общества;

· основные положения изучаемого курса.

уметь:
· выделять наиболее существенные факты в профессиональной деятельности;

· адекватно оценивать итоги своих образовательных и научных результатов.

владеть:
способностью выстраивать перспективные стратегии личностного и профессионального развития.
	Продвинутый



	ПК-25 
	способностью использовать математические методы обработки, анализа и синтеза результатов профессиональных исследований
	научно-иссле-довательская деятельность:

сбор, анализ научно-технической информации, отечественного и зарубежного опыта по тематике исследования;

участие в работах по проведению вычислительных экспериментов с целью проверки используемых математических моделей;
	знать:

· основные понятия аналитической геометрии, дифференциальной геометрии, уравнения прямых, кривых и поверхностей;

· элементы топологии и дискретной математики;

· основные понятия и методы математического анализа;

· модели решения функциональных и вычислительных задач.

уметь:
· проводить исследования геометрических объектов методами векторной и аналитической геометрии;

· использовать математические методы и модели в технических приложениях.

владеть:
· методами дифференциального исчисления для решения прикладных задач;

· основными понятиями и методами математики в решении научных и инженерно-практических задач;

· методами вероятностного моделирования конкретных процессов для анализа и прогнозирования этих процессов.
	Пороговый



	
	
	
	знать:

· основные понятия аналитической геометрии, дифференциальной геометрии, уравнения прямых, кривых и поверхностей;

· элементы топологии и дискретной математики;

· основные понятия и методы математического анализа;

· модели решения функциональных и вычислительных задач.

уметь:
· проводить исследования геометрических объектов методами векторной и аналитической геометрии;

· использовать математические методы и модели в технических приложениях.

владеть:
· методами дифференциального исчисления для решения прикладных задач;

· основными понятиями и методами математики в решении научных и инженерно-практических задач;

методами вероятностного моделирования конкретных процессов для анализа и прогнозирования этих процессов.
	Базовый



	
	
	
	знать:

· основные понятия аналитической геометрии, дифференциальной геометрии, уравнения прямых, кривых и поверхностей;

· элементы топологии и дискретной математики;

· основные понятия и методы математического анализа;

· модели решения функциональных и вычислительных задач.

уметь:
· проводить исследования геометрических объектов методами векторной и аналитической геометрии;

· использовать математические методы и модели в технических приложениях.

владеть:
· методами дифференциального исчисления для решения прикладных задач;

· основными понятиями и методами математики в решении научных и инженерно-практических задач;

методами вероятностного моделирования конкретных процессов для анализа и прогнозирования этих процессов.
	Продвинутый




МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1
Раздел 1 Элементы линейной и векторной алгебры
Тема 1.1 Матрицы и определители

Алгебраическая операция и ее свойства. Определение и примеры группы, кольца, поля. Определение матрицы. Виды матриц. Транспонирование матриц. Алгебраические операции над матрицами. Свойства алгебраических операций над матрицами. Определители второго, третьего порядков и матрицы n-го порядка. Свойства определителей. Алгебраические дополнения и их свойства. Присоединенная и обратная матрицы. Критерий обратимости. Метод Жордана-Гаусса нахождения обратной матрицы.  Ранг матрицы как наивысший порядок ее миноров, отличных от нуля. Вычисление ранга матрицы с помощью элементарных преобразований. Линейная комбинация, линейная зависимость и независимость строк (столбцов) матрицы. (1, гл.1, §1.1-1.6; с.9-35); (2, гл.1).

Матрица – это прямоугольная таблица, составленная из m·n чисел, расположенных в m строках и n столбцах. Обращение к элементу матрицы происходит указанием номера строки и номера столбца. Например, элемент a27 (читается: а два семь) стоит во второй строке и седьмом столбце. Следует изучить основные алгебраические операции, выполняемые над матрицами: умножение матрицы на число, сложение, умножение матриц, транспонирование, и их свойства. 

Относительные трудности возникают при усвоении операции умножения матриц. Необходимо твердо усвоить формальное правило умножения ( 1, с. 12–13) и связанное с ним условие существования произведения  АВ матриц  А и В: число столбцов матрицы А должно быть равно числу строк матрицы В. Одна из особенностей операции умножения состоит в том, что произведение матриц в общем случае не коммутативно, т.е. АВ ( ВА. Если матрицы А и В не квадратные, то это свойство очевидно, так как либо одно из произведений АВ или ВА не существует, либо АВ и ВА – матрицы разных размеров. Даже если А и В –  квадратные матрицы, в общем случае АВ ( ВА, в чем нетрудно убедиться на любом частном примере. Другая особенность произведения матриц состоит в том, что произведение двух ненулевых матриц может оказаться нулевой матрицей. 

Например, можно легко показать, что произведение матриц есть нулевая матрица (сравните: во множестве действительных чисел произведение равно нулю тогда, когда хотя бы один из сомножителей равен нулю).
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При изучении понятия определителей необходимо уяснить, что определитель есть число, сопоставляемое квадратной матрице по определенным правилам. Однако, эти правила не дают эффективного способа вычисления определителей. Легко запоминаются лишь формулы для вычисления определителей второго и третьего порядков (это необходимо сделать!) (1, пример 1.9, c.25, 26).. Основные свойства определителей помогут решить задачу вычисления определителей более высокого порядка. Попробуйте с этим разобраться.

Важным определением в теории матриц является определение обратной матрицы. Оказывается, обратная матрица существует не всегда (!), а лишь в тех случаях, когда ее определитель отличен от нуля. Для того, чтобы вычислить обратную матрицу нужно знать определение присоединенной матрицы, уметь их вычислять, Проверить правильность вычисления обратной матрицы довольно просто. Для этого вычислите произведение АА-1  или А-1 А. Если в результате Вы получите единичную матрицу, то обратная матрица  А-1 найдена правильно.

Для усвоения материала необходимо разобрать задачи (1, 1.15 – 1.29).

Пример: Найти матрицу С=ВT(АT(А(В, если А=
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Решение:

Алгоритм решения:
1. Находим матрицы ВT, АT, транспонированные к матрицам А и В.

АT=
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2. Находим произведение матриц:

ВT(АT=
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3. Находим произведение матриц:
А(В=
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4. Находим произведение

С=ВT(АT(А(В=
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Ответ: C=
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Тема 1.2 Система линейных уравнений

Система n линейных уравнений с n переменными (общий вид). Матричная форма записи системы. Совместные и несовместные, определенные и неопределенные системы. Теорема Крамера о разрешимости системы n линейных уравнений с n переменными (без доказательства). Решение системы по формулам Крамера, с помощью обратной, методом Гаусса. (1, гл. 2, §2.1-2.3,2.6; с. 38-47,53-56); (2, гл. 2).

При изучении материала темы следует освоить матричную форму записи заданной системы п линейных уравнений с п переменными и уметь переходить к этой форме от общего вида системы и наоборот. Необходимо знать и уметь объяснить, какие системы уравнений называются совместными (определенными и неопределенными) и несовместными. Решить систему линейных уравнений помогает метод Гаусса, теорема Крамера и обратная матрица. Отметим, что формулы Крамера и обратная матрица, работают не всегда, а лишь в том случае, когда определитель матрицы коэффициентов при неизвестных не равен нулю. (см. примеры 2.1–2.3, 2.6, 2.7). 

Наиболее важен для практики метод Гаусса, имеющий по сравнению с другими способами решения ряд достоинств: он менее трудоемок, позволяет однозначно установить, является ли данная система определенной, неопределенной или несовместной, а в случае совместности системы – определить число ее независимых уравнений и исключить «лишние».

Отметим, что системы линейных уравнений с большим числом неизвестных (более 3), решаются в основном методом Гаусса.

В методе Гаусса нужно усвоить правило исключения неизвестных x1, x2, …, xn. Цель – в первом столбце во всех строках кроме первой получить нули путем прибавления первой строки, умноженной на подходящие коэффициенты, ко второй и последующим строкам.

Затем умножается вторая строка на соответствующие коэффициенты. Цель – обеспечить нули во втором столбце во всех строках кроме второй (a22 (0) путем прибавления к третьей и последующим строкам второй строки, умноженной на необходимые коэффициенты и т.д.

Для первой строки это коэффициенты (-a21/a11;-a31/a11;…;-am1/a11); для второй строки это коэффициенты (-a32/a22;-a42/a22;…;-am2/a22).

Множество всех переменных делятся на два класса – главные или базисные переменными, для которых определитель матрицы из коэффициентов при них отличен от нуля (переменные x1, x2,…, xr), и свободные, остальные (n–r) переменных. Основная задача – выразить главные переменные через свободные.

При прямом ходе метода Гаусса решения системы линейных уравнений определяется главная переменная xr. Затем при обратном ходе определяются остальные главные переменные xr-1, xr-2 и так до x1.

Необходимо разобраться (теорема Кронекера-Капелли) в том, что система имеет единственное решение в том случае, когда ранг матрицы «r» равен числу переменных «n», т.е. r=n; система имеет бесконечное множество решений, если n (r.

Рекомендуется разобрать задачи с решениями № 2.1–2.3, 2.6, 2.7 и задачи для самостоятельной работы № 2.11, 2.12, 2.15–2.18, 2.21–2.23 по учебнику [1] и аналогичные задачи по практикуму [2]. 

Тема 1.3 Векторное пространство

Определение и примеры векторного пространства. Определение и примеры подпространства. Линейная комбинация, линейная оболочка, линейная зависимость и независимость векторов. Базис и размерность векторного пространства. Разложение вектора по базису. Матрица перехода и ее свойства. Фундаментальная система решений системы линейных однородных уравнений. (1, гл. 3, § 3.1–3.3, 3.7; с. 63–66, 68–72, 82–84); (2, гл. 3). 

Необходимо разобраться с понятием n-мерного вектора и векторного пространства, изучить свойства векторного пространства.

Множества всех плоских и пространственных векторов, для которых определены операции сложения и умножения, а также умножения вектора на число, являются простейшими примерами векторных пространств. В данной теме обобщается понятие вектора и дается определение векторного пространства. 

Необходимо уяснить понятие линейной комбинации, линейной зависимости и линейной независимости векторов, а именно: линейная комбинация векторов a1,a2,…,an векторного пространства R равна сумме произведений этих векторов на произвольные действительные числа (am=(1a1+(2a2+…+(m-1am-1). Векторы a1,a2,…,an называются линейно зависимыми, если существуют такие числа (1,(2,…,(m не равные нулю одновременно, что (1a1+(2a2+…+(mam=0. Векторы a1,a2,…,an называются линейно независимыми, если (1a1+(2a2+…+(mam=0 только при одновременном равенстве нулю всех чисел (1=(2=…=(m=0.

В случае линейной зависимости векторов, по крайней мере, один из них выражается через остальные.

Необходимо уяснить, что любой вектор пространства может быть представлен в виде линейной комбинации векторов базиса.

Особую роль в приложениях математики играют векторы, обладающие следующим свойством: при умножении квадратных матриц на них образуются новые векторы, коллинеарные исходным. Такие векторы получили название собственных векторов матрицы, а соответствующие им числа – собственных значений матрицы. Точное определение собственных векторов и значений приведено в (1, с. 82). 

Тема 1.4  Линейные отображения

Преобразование матрицы линейного оператора при переходе к новому базису. Евклидово пространство. Билинейные функции и квадратичные формы в евклидовом пространстве. Приведение квадратичной формы к каноническому виду в евклидовом пространстве. (1, гл. 3, § 3.5–3.9; с.76-86); (2, гл. 3). 

При изучении материала следует разобрать понятия евклидова пространства, линейного оператора. Во многих вопросах, как чисто математических, так и прикладного характера, встречаются квадратичные формы от нескольких переменных х1, х2, …, хn. Так называется любой однородный многочлен второй степени от х1, х2, …, хn. Слово «однородный» означает, что все члены многочлена имеют одну и ту же степень. Возникает задача о таком выборе преобразования координат, при котором квадратичная форма в новых координатах имеет особенно простой вид. Такой вид квадратичной формы называется каноническим. Его особенность состоит в том, что отсутствуют члены с произведением различных координат. Более простой метод приведения к каноническому виду – метод Лагранжа. Полученные различными способами канонические формы обладают рядом общих свойств (закон инерции квадратичных форм, критерий Сильвестра). Рекомендуется разобрать задачи с решениями N 3.5, 3.6, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 и задачи для самостоятельной работы N 3.31–3.35 по учебнику (1) и аналогичные задачи по практикуму (2). 
Раздел 2 Элементы аналитической геометрии
Определение системы координат на плоскости: декартова и полярная системы координат. Векторы на плоскости и в пространстве. Проекция вектора на ось. Линейные операции над векторами (произведение на число, сложение) и их свойства. Скалярное, векторное, смешанное произведение векторов, их выражение через координаты, геометрический смысл, свойства. Уравнение прямой с угловым коэффициентом, общее уравнение прямой, уравнение прямой, проходящей через две точки. Угол между прямыми, знать условия параллельности и перпендикулярности двух прямых, формулу нахождения расстояния от точки до прямой. Уравнение прямой с угловым коэффициентом, общее уравнение прямой, уравнение прямой, проходящей через две точки. Угол между прямыми, знать условия параллельности и перпендикулярности двух прямых, формулу нахождения расстояния от точки до прямой. Общее уравнение прямой в пространстве, уравнение прямой, проходящей через данную точку в данном направлении, через две точки. Общее и параметрическое уравнения плоскости в пространстве, геометрический смысл коэффициентов в общем уравнении плоскости. Взаимное расположение двух прямых, двух плоскостей, прямой и плоскости. Поверхности второго порядка. Определение эллипсоида, одно и двуполостного гиперболоидов, эллиптического и гиперболического параболоидов, конуса, цилиндров. Классификация поверхностей второго порядка. (1, гл. 3, § 3.1–3.3, 3.7; с. 63–66, 68–72, 82–84); (2, гл. 3).
Необходимо рассмотреть и усвоить понятие вектора, обозначения векторов, определение длины векторов, определение коллинеарных векторов, противоположных векторов. Изучить операции сложения и вычитания векторов на плоскости и в пространстве. Правило параллелограмма, многоугольника, параллелепипеда. 

Надо уяснить, что скалярное произведение векторов это произведение модулей их длин на косинус угла между ними, а скалярное произведение в координатах равно сумме произведений соответствующих координат. Разобрать задачи с решениями (1,3.14–3.17).

Рекомендуется разобрать задачи с решениями N 3.2, 3.3, 3.7 и задачи для самостоятельной работы N 3.18–3.20, 3.27, 3.28 по учебнику [1] и аналогичные задачи по практикуму [2]. 
МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №2
РАЗДЕЛ 3 ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

Тема 3.1 Функции

Понятие о множествах. Действительные числа и числовые множества. Постоянные и переменные величины. Функции и способы их задания. Область определения функции. Четные, нечетные, монотонные и ограниченные функции. Сложная функция. Понятие элементарной функции. Основные элементарные функции и их графики. Неявные функции. ( гл. 4, § 4.1 – 4.3, 4.6; с. 95 – 99, 100 – 103,.115 – 117); (2, гл. 5,4). 

Прежде всего, полезно ознакомиться с некоторыми логическими символами и кванторами, чтобы использовать их в дальнейшем для сокращения записей (1, с. 123). 

           Изучение темы следует начать с основных понятий теории множеств , [1, с. 123 – 124]. Далее нужно четко усвоить важнейшее понятие математического анализа – функции, уметь находить область ее определения, знать три способа задания функции: аналитический, графический, табличный. 

 Студенту нужно знать простейшие преобразования для построения функций, как-то: сдвиг графика y=f(x+a)+b вправо при а ( 0 и влево при a ( 0, а также на 
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 при b (0; сжатие 0(m(1 (растяжение m (1) графика функции y=m(f(x) вдоль оси Ох.

 В курсе рассматриваются в основном элементарные функции. Студент должен уяснить определение элементарной функции (1, с. 132) четко знать свойства и строить графики следующих основных элементарных функций:                      у=С (постоянная), у=xn (степенная), у=ax (показательная), у=logax (логарифмическая). Необходимо усвоить понятие сложной функции (функции от функции). 

 Построение графика четной (нечетной) функции можно значительно упростить, если учесть, что графики четных функций симметричны относительно оси Оу, а нечетных – относительно начала координат. Одним из характерных свойств функции является монотонность (т.е. возрастание или убывание на каком-либо промежутке). 

Студенту необходимо уяснить, что функции находит широкое применение в экономической теории. Знать конкретные виды функций и их сущность (функция полезности, функция издержек и т.д.). 

Уравнение линии на плоскости. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Общее уравнение прямой. Уравнение прямой, проходящей через данную точку в заданном направлении, через две данные точки. Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых. Точка пересечения двух прямых. (1, гл. 5, § 5.1–5.5, 5.7, с. 123–132, 138, 139).

Студенту необходимо прочно усвоить материал, который будет использован при изучении экономико-математических методов и прикладных моделей (линейное программирование). Большое значение здесь имеет определение уравнения линии на плоскости как уравнения с двумя переменными х и у, которому удовлетворяют координаты каждой точки этой линии и не удовлетворяют координаты любой точки, не лежащей на ней. Из этого определения следуют два важных для практики положения, которые нужно знать: 

   1. Если задано уравнение линии, то можно установить, принадлежит ли ей какая-либо точка плоскости. Для этого достаточно подставить координаты точки в уравнение линии вместо переменных х и у. Если окажется, что они удовлетворяют уравнению, то точка принадлежит линии, в противном случае – не принадлежит. 

            2. Координаты точки пересечения двух линий, заданных своими уравнениями, удовлетворяют обоим уравнениям. Поэтому для нахождения координат точки пересечения двух линий нужно решить систему, составленную из их уравнений. Этот вопрос должен быть усвоен твердо.

Студент должен знать простейшие виды уравнений прямой и уметь пользоваться ими при решении задач. Соответствующий учебный материал приведен в (1, с.95–99, 100–103,115–116). 

Обратите особое внимание на нахождение уравнений прямых, параллельной и перпендикулярной данной прямой (пример 4.5). 

Рекомендуется разобрать задачи с решениями N4.1–4.3, 4.5, 4.10, 4.12 и задачи для самостоятельного решения N 4.14–4.19, 4.21–4.23 по учебнику (1) и аналогичные задачи по практикуму (2). 
Тема 3.2 Пределы и непрерывность

Предел числовой последовательности. Предел функции в бесконечности и точке. Бесконечно малые величины и их свойства. Бесконечно большие величины. Основные теоремы о пределах: теорема единственности, предел суммы, произведения, частного. Признаки существования предела. Второй замечательный предел. Число е. Понятие о натуральных логарифмах. Непрерывность функции в точке и на промежутке. Основные теоремы о непрерывных функциях. Вычисление пределов. (1, гл.6, § 6.1–6.7); (2, гл.6).

Необходимо ознакомиться с определением предела числовой последовательности (1, с.141, 142) и его геометрической интерпретацией; понять определение предела функции в точке (1, с.143–146) и в бесконечности и познакомиться с их геометрической интерпретацией. 

Суть предела числовой последовательности в том, что для любого сколь угодно малого положительного числа ((0 можно найти номер числовой последовательности (N=N(()), что для всех членов последовательности с номерами n(N верно неравенство (an-A(((.

Весьма важным являются понятия бесконечно малых и бесконечно больших величин (1, с.147-153), суть которых сводится к тому, что при своем изменении бесконечно малая (по абсолютной величине) будет меньше любого, сколь угодно малого числа ((0, а бесконечно большая будет больше любого сколько угодно большого числа М(0.

Нужно знать взаимосвязь бесконечно больших и бесконечно малых величин, с помощью которых доказываются теоремы о пределах. Следует обратить внимание  на признаки существования пределов, особенно на теорему 1 (1, с.155), часто позволяющую установить наличие предела значительно проще, чем при использовании его определения.

Необходимо (без вывода) знать второй замечательный предел в двух формах записи: 
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          Понятие непрерывности функции (в точке, на промежутке) является более простым, чем предел, так как оно выражается непрерывностью графика при прохождении данной точки, данного промежутка (без отрыва карандаша от листа бумаги). Наряду с интуитивным представлением надо знать определение непрерывности функции в точке и на промежутке, свойства непрерывных функций (1, с. 161 – 166), а также то, что всякая элементарная функция непрерывна в каждой точке области определения и может иметь разрыв лишь на границах области определения. 

Необходимо ознакомиться с теоретическими вопросами и дать на них ответы.

        Рекомендуется разобрать задачи с решениями N 6.1-6.3, 6.5, 6.6, . 6.8, 6.9-6.11, 6.13, 6.14 и задачи для самостоятельной работы N 6.18, 6.20–6.27, 6.33–6.36, 6.38–6.41 по учебнику (1) и аналогичные задачи по практикуму (2). 

РАЗДЕЛ 4 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

Тема 4.1 Производная

Задачи, приводящие к понятию производной. Производная, ее геометрический, механический и экономический смысл. Уравнение касательной к плоской кривой; Дифференцируемость функции. Связь между дифференцируемостью и непрерывностью функции (необходимый признак дифференцируемости). Основные правила и основные формулы дифференцирования. Производная сложной функции Производные высших порядков. (1, гл. 7, § 7.1 – 7.7, с. 176 – 205);  (2, гл. 7). 
Необходимо изучить задачи, приводящие к понятию производной: задачи о касательной и задачи о скорости движения (1, с.176, 177), задачи о производительности труда (экономический смысл производной).

После этого нужно усвоить определение производной как предел отношения приращения функции к приращению аргумента при стремлении последнего к нулю. Нужно знать обозначение производной, алгоритм ее вычисления, основываясь на теории пределов.

 Студент обязан  понимать геометрический и механический смысл производной (1,с.178, 181), уметь решать простейшие задачи по вычислению производной на основе алгоритма ее вычисления; знать и уметь применять основные правила дифференцирования, вычислять производную сложной и обратной функций. При этом нужно знать четко правила вычисления элементарных функций (1,с. 188,193), знать наизусть таблицу производных                    (1, с.192). Это позволит усвоить дифференцирование сложных функций, обратных функций, неявно заданных функций (1, с.193), находить производные от произведения, суммы, разности, а также вычислять производные высших порядков. Нужно знать использование понятия производной в экономике, понятие эластичности функции, свойства эластичности функции.

 Изучая материал этой темы, студенты знакомятся с необходимым условием дифференцируемости функции. Необходимо четко уяснить, что из дифференцируемости функции в некоторой точке следует ее непрерывность в этой точке. Обратная теорема несправедлива, так как существуют непрерывные функции, которые в некоторых точках могут не иметь производной (1, с. 179, 180). 

           Рекомендуется разобрать задачи с решениями N 7.1–7.8, 7.10, 7.13,               1.15–7.17 и задачи для самостоятельной работы N 7.20–7.29, 7.35, 7 42, 7.43, 7.46–7. 49 по учебнику (1) и аналогичные задачи по практикуму (2).

           Для усвоения темы нужно решить задачи контрольной работы, ответить письменно на теоретические вопросы в контрольной работе.

Тема 4.2 Приложения производной

Правило Лопиталя ('без вывода), Теорема Ролля и Лагранжа (с нестрогими геометрическими доказательствами). Признаки возрастания и убывания функции. Экстремум функции. Необходимые и достаточные признаки экстремума (второй достаточный признак – без доказательства). Исследование функции (область определения, четность и нечетность, интервалы монотонности и точки экстремума, поведение функции при х (((  и в точках разрыва, горизонтальные и вертикальные асимптоты, точки пересечения графика с осями координат) и построние ее графика. Квадратичная функция у = ax2+bx+c  и ее график. Дробно-линейная функция у = 
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 и ее график. (1, гл. 8, § 8.1 – 8.5, 8.7 – 8.9; с. 205–21, 225–236);                 (2, гл. 8).

        Нужно уяснить, что правило Лопиталя является эффективным средством вычисления пределов. При этом нужно понимать, что предел отношения двух бесконечно малых или бесконечно больших функций заменяется вычислением отношения их производных. Это правило можно использовать для вычисления целого ряда неопределенностей.

          С помощью производных можно эффективно исследовать функции на возрастание и убывание, определять экстремумы функций (1,с.216, 217), наибольшее и наименьшее значение. Для этого необходимо знать теоремы о достаточных условиях возрастания и убывания функции, определения точек минимума и максимума, первое и второе достаточное условие экстремума, определение выпуклости и вогнутости функции (выпуклости вниз). Необходимо знать общую схему исследования функции, кроме п.6,7 (1, с.232). 

            В учебном пособии приведена схема исследования функции для нахождения характерных точек и особенностей, по которым можно построить ее график (1, с. 232). Выполнение пункта 6' этой схемы, связанного с нахождением интервалов выпуклости функции и точек перегиба, в программу не входит. 

             Рекомендуется разобрать задачи с решениями е 8.1–8.3, 8.4–8.7; 8.9, 8.11–8.15, 8.17 и задачи для самостоятельной работы N 8.19–8.31, 8.32–8.34,             8 41–8.53 по учебнику (1) и аналогичные задачи по практикуму (2), обратив особое внимание на исследование функций и построение их графиков
МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №3 
Раздел 5 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИCЧИЛЕНИЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Тема 5.1 Неопределенный интеграл
Понятие первообразной и неопределенного интеграла. Свойства неопределенного интеграла (с доказательством). Таблица основных интегралов. Интегрирование методом разложения, замены переменной и по частям. Понятие о «неберущихся» интегралах. 
Студенту необходимо, прежде всего, разобраться в принципиальном вопросе: интегральное исчисление решает обратную задачу – нахождение самой функции по ее производной. Эта задача является более сложной по сравнению с задачей дифференцирования.

(f(x)dx=F(x)+C,
f(x) – подынтегральная функция, f(x)dx – подынтегральное выражение, F(x) – первообразная функция, ( – знак интеграла, С – константа.

Следует изучить свойства неопределенного интеграла, знать табличные интегралы. Обратить внимание на свойство: дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению d((f(x)dx)=f(x)dx, то есть операции интегрирования и дифференцирования взаимно обратны (знаки d и ( взаимно уничтожают друг друга).

Непосредственное интегрирование предполагает сведение интегралов к табличным за счет тождественных преобразований и основных правил интегрирования. 

Для вычисления интегралов применяют линейную подстановку t=kx+b, а также другие подстановки:

а) переменная интегрирования х заменяется функцией переменной t: x=((t), а dx=(((t)dt;  (f(x)dx=(f(((t))(((t)dt;

б) новая переменная t вводится как функция переменной интегрирования x: t=((x), dt=(((x)dx;  (f(((x))(((x)dx=(f(t)dt.   

Последнюю подстановку удобно применять, если подынтегральное выражение содержит дифференциал (производную) функции ((х) с точностью до постоянного множителя. 

Если интеграл, полученный после замены переменной, стал «проще» данного (преобразован в табличный или приводящийся к табличному), то цель подстановки достигнута. 

После интегрирования функции по переменной t необходимо вернуться к прежней переменной х, выразив t через х по формуле, применявшейся при подстановке. 

Практическое применение формулы интегрирования по частям
(u dv=uv - (v du,
если оно целесообразно, связано с проблемой правильного разбиения подынтегрального выражения на сомножители u и dv. Отметим, что формулу интегрирования по частям, как правило, удобно применять, если подынтегральная функция является произведением многочлена на тригонометрическую, показательную или логарифмическую функцию. 
Тема 5.2 Определенный интеграл
Задача о вычислении площади криволинейной трапеции. Определенный интеграл как предел интегральной суммы. Формула Ньютона – Лейбница. Свойства определенного интеграла. Вычисление определенного интеграла методом замены переменной и по частям. Понятие о несобственных интегралах с бесконечными пределами интегрирования. Вычисление площадей плоских фигур. Приближенное вычисление определенного интеграла по формуле трапеций. 
Студенту необходимо рассмотреть задачу о площади криволинейной трапеции и разобраться в том, что площадь криволинейной трапеции есть предел площади S под ломанной при неограниченном приближении ломанной к заданной кривой.

Необходимо разобраться с понятием интегральной суммы, ее геометрическим смыслом и перейти к понятию определенного интеграла 

Студент должен знать, что в отличие от неопределенного интеграла, который является семейством кривых, определенный интеграл является числом и определенный интеграл вычисляется формулой Ньютона-Лейбница. 
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Благодаря этой формуле, интеграл вычисляется путем нахождения приращения первообразной для данной функции на отрезке интегрирования.

Достаточное условие интегрируемости функции на отрезке – непрерывность подынтегральной функции на этом отрезке.

Студент должен разобраться в методах интегрирования, изучив для этого свойства определенного интеграла и теорему о среднем.

Метод интегрирования по частям позволяет расширить класс интегрируемых функций за пределы табличных интегралов. При этом необходимо использовать приемы интегрирования по частям для неопределенного интеграла.

Метод подстановки также расширяет класс интегрируемых функций. При этом нужно помнить, что при введении новой переменной изменяются пределы интегрирования. После их изменения можно рассчитать определенный интеграл, не возвращаясь к старой переменной. 
Несобственный интеграл вычисляется как интеграл с одним или с двумя неограниченными пределами. Подынтегральная функция определена и непрерывна на одном из промежутков (a;+(), (-(;b(, (-(;+((.

Если несобственный интеграл сходится, то он имеет конечный предел, если не сходится, то предел его равен бесконечности или не существует.

Для вычисления площадей плоских фигур необходимо уметь определять пределы интегрирования, если они не заданы и если площадь фигуры представляется в виде сумм или разностей криволинейных трапеций. Поэтому нужно построить кривые, ограничивающие плоские фигуры, определяют граничные условия (пределы интегрирования). 
Тема 5.3 Дифференциальные уравнения
Понятие о дифференциальных уравнениях. Общее и частное решения. Задача Коши. Дифференциальные уравнения первого порядка (неполные, с разделяющимися переменными, однородные и линейные). Уравнения, допускающие понижения порядка. Линейные уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами.
Студентам необходимо усвоить определение дифференциального уравнения – как уравнения, которое связывает искомую функцию одной или нескольких переменных и производные различных порядков данной функции.

Дифференциальные уравнения от одной переменной называется обыкновенными дифференциальными уравнениями, дифференциальные уравнения от нескольких переменных – дифференциальные уравнения в частных производных.

Порядок дифференциального уравнения равен порядку старшей степени производной xy(((-xy(+5=0 – уравнение третьего порядка.

Нужно помнить, что задача интегрирования дифференциального уравнения – это задача нахождения искомого решения, а график решения называется интегральной кривой.

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения n-го порядка – это функция от переменных х и n произвольных независимых постоянных С1, С2, С0…,Сn.

Частное решение дифференциального уравнения – это решение, полученное из общего при некоторых значениях постоянных.

Для ряда типов дифференциальных уравнений нужно знать студенту основные понятия, нужно уметь решать однородные дифференциальные уравнения, линейные дифференциальные уравнения, неполные дифференциальные уравнения и дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №4 
Основные понятия

Определение. Событием называется всякий факт, который может произойти или не произойти в результате опыта. При этом тот или иной результат опыта может быть получен с различной степенью возможности. Т.е. в некоторых случаях можно сказать, что одно событие произойдет практически наверняка, другое практически никогда. В отношении друг друга события также имеют особенности, т.е. в одном случае событие А может произойти совместно с событием В, в другом – нет.

Определение. События называются несовместными, если появление одного из них исключает появление других. Классическим примером несовместных событий является результат подбрасывания монеты – выпадение лицевой стороны монеты исключает выпадение обратной стороны (в одном и том же опыте). Определение. Полной группой событий называется совокупность всех возможных результатов опыта.

Определение. Достоверным событием называется событие, которое наверняка произойдет в результате опыта. Событие называется невозможным, если оно никогда не произойдет в результате опыта. Например, если из коробки, содержащей только красные и зеленые шары, наугад вынимают один шар, то появление среди вынутых шаров белого – невозможное событие. Появление красного и появление зеленого шаров образуют полную группу событий. 

Определение. События называются равновозможными, если нет оснований считать, что одно из них появится в результате опыта с большей вероятностью. В приведенном выше примере появление красного и зеленого шаров – равновозможные события, если в коробке находится одинаковое количество красных и зеленых шаров. Если же в коробке красных шаров больше, чем зеленых, то появление зеленого шара – событие менее вероятное, чем появление красного. Исходя из этих общих понятий можно дать определение вероятности. 

Определение. Вероятностью события А называется математическая оценка возможности появления этого события в результате опыта. Вероятность события А равна отношению числа, благоприятствующих событию А исходов опыта к общему числу попарно несовместных исходов опыта, образующих полную группу событий. [image: image27.png]=2
n



Исход опыта является благоприятствующим событию А, если появление в результате опыта этого исхода влечет за собой появление события А. Очевидно, что вероятность достоверного события равна единице, а вероятность невозможного – равна нулю. Таким образом, значение вероятности любого события – есть положительное число, заключенное между нулем и единицей. [image: image28.png]0=P(AH=1




Пример. В коробке находится 10 шаров. 3 из них красные, 2 – зеленые, остальные белые. Найти вероятность того, что вынутый наугад шар будет красным, зеленым или белым. Появление красного, зеленого и белого шаров составляют полную группу событий. Обозначим появление красного шара – событие А, появление зеленого – событие В, появление белого – событие С. Тогда в соответствием с записанными выше формулами получаем: [image: image29.png]3 2
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Отметим, что вероятность наступления одного из двух попарно несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий.

Определение. Относительной частотой события А называется отношение числа опытов, в результате которых произошло событие А к общему числу опытов. Отличие относительной частоты от вероятности заключается в том, что вероятность вычисляется без непосредственного произведения опытов, а относительная частота – после опыта. Так в рассмотренном выше примере, если из коробки наугад извлечено 5 шаров и 2 из них оказались красными, то относительная частота появления красного шара равна: [image: image30.png]2
W=



Как видно, эта величина не совпадает с найденной вероятностью. При достаточно большом числе произведенных опытов относительная частота изменяется мало, колеблясь около одного числа. Это число может быть принято за вероятность события. Вообще говоря, классическое определение вероятности – довольно относительное. Это обусловлено тем, что на практике сложно представить результат опыта в виде совокупности элементарных событий, доказать, что события равновероятные. К примеру при произведении опыта с подбрасыванием монеты на результат опыта могут влиять такие факторы как несимметричность монеты, влияние ее формы на аэродинамические характеристики полета, атмосферные условия и т.д. Классическое определение вероятности неприменимо к испытаниям с бесконечным числом исходов. Чтобы преодолеть этот недостаток вводится понятие геометрической вероятности, т.е. вероятности попадания точки в какой – либо отрезок или часть плоскости (пространства). Так если на отрезке длиной L выделен отрезок длины l, то вероятность попадания наугад взятой точки в отрезок равна отношению l/L.

Операции над событиями

Определение. События А и В называются равными, если осуществление события А влечет за собой осуществление события В и наоборот.

Определение. Объединением или суммой событий Аk называется событие A, которое означает появление хотя бы одного из событий Аk. [image: image31.png]


Определение. Пересечением или произведением событий Ak называется событие А, которое заключается в осуществлении всех событий Ak. [image: image32.png]



Определение. Разностью событий А и В называется событие С, которое означает, что происходит событие А, но не происходит событие В. [image: image33.png]C=A\B




Определение. Дополнительным к событию А называется событие [image: image34.png]


, означающее, что событие А не происходит. 

Определение. Элементарными исходами опыта называются такие результаты опыта, которые взаимно исключают друг друга и в результате опыта происходит одно из этих событий, также каково бы ни было событие А, по наступившему элементарному исходу можно судить о том, происходит или не происходит это событие. Совокупность всех элементарных исходов опыта называется пространством элементарных событий. 

Теорема (сложения вероятностей). Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий. [image: image35.png]P(A+B)= P(A)+P(B)



Следствие 1: Если события [image: image36.png]


 образуют полную группу несовместных событий, то сумма их вероятностей равна единице. [image: image37.png]2 P4 =1

o




Определение. Противоположными называются два несовместных события, образующие полную группу. Теорема. Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления. [image: image38.png]P(A+B)= P(A)+ P(B) - P(AB)




Следствие 2: Сумма вероятностей противоположных событий равна единице. [image: image39.png]PA)+PA) =1




Определение. Событие А называется независимым от события В, вероятность события А не зависит от того, произошло событие В или нет. Событие А называется зависимым от события В, если вероятность события А меняется в зависимости от того, произошло событие В или нет. 

Определение. Вероятность события В, вычисленная при условии, что имело место событие А, называется условной вероятностью события В. [image: image40.png]P(AB) = P(A)P(BI A) = P(A)P,(B)





INCLUDEPICTURE "Операции%20над%20событиями%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image017.gif" \* MERGEFORMAT [image: image41.png]Py(B)= P(B1A)= P(AB)I P(4)




Теорема. (Умножения вероятностей) Вероятность произведения двух событий (совместного появления этих событий) равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную при условии, что первое событие уже наступило. Также можно записать: [image: image42.png]P(AB) = P(A)P(BI A) = P(B)P(AI B) = P(B)Py(A)



Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает из определения условной вероятности. Если события независимые, то [image: image43.png]P(BIA)= F(B)



, и теорема умножения вероятностей принимает вид: [image: image44.png]P(AB) = P(A)P(B)



В случае произведения нескольких зависимых событий вероятность равна произведению одного из них на условные вероятности всех остальных при условии, что вероятность каждого последующего вычисляется в предположении, что все остальные события уже совершились. [image: image45.png]P44, A)=PAYP(A4 T A)P(A4 T AA) PATAL AL



Из теоремы произведения вероятностей можно сделать вывод о вероятности появления хотя бы одного события. Если в результате испытания может появиться п событий, независимых в совокупности, то вероятность появления хотя бы одного из них равна [image: image46.png]P(A

~ g9 n



Здесь событие А обозначает наступление хотя бы одного из событий Ai, а qi – вероятность противоположных событий [image: image47.png]


. 

Пример.  Из полной колоды карт (52 шт.) одновременно вынимают четыре карты. Найти вероятность того, что среди этих четырех карт будет хотя бы одна бубновая или одна червонная карта. Обозначим появление хотя бы одной бубновой карты – событие А, появление хотя бы одной червонной карты – событие В. Таким образом нам надо определить вероятность события С = А + В. Кроме того, события А и В – совместны, т.е. появление одного из них не исключает появления другого. Всего в колоде 13 червонных и 13 бубновых карт. При вытаскивании первой карты вероятность того, что не появится ни червонной ни бубновой карты равна [image: image48.png]26
52



, при вытаскивании второй карты - [image: image49.png]25
51



, третьей - [image: image50.png]24
50



, четвертой - [image: image51.png]23



. Тогда вероятность того, что среди вынутых карт не будет ни бубновых, ни червонных равна [image: image52.png]26 25 24 23

52 51 50 49




. Тогда [image: image53.png]PC)=1-P(T) = 0945




Пример. Чему равна вероятность того, что при бросании трех игральных костей 6 очков появится хотя бы на одной из костей? Вероятность выпадения 6 очков при одном броске кости равна [image: image54.png]


. Вероятность того, что не выпадет 6 очков - [image: image55.png]


. Вероятность того, что при броске трех костей не выпадет ни разу 6 очков равна [image: image56.png](

5
6

i
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216



. Тогда вероятность того, что хотя бы один раз выпадет 6 очков равна [image: image57.png]1B
216 216



. 

Пример. В барабане револьвера находятся 4 патрона из шести в произвольном порядке. Барабан раскручивают, после чего нажимают на спусковой крючок два раза. Найти вероятности хотя бы одного выстрела, двух выстрелов, двух осечек. Вероятность выстрела при первом нажатии на курок (событие А) равна [image: image58.png]4
A=



, вероятность осечки - [image: image59.png]a2
P@=%



 Вероятность выстрела при втором нажатии на курок зависит от результата первого нажатия. Так если в первом случае произошел выстрел, то в барабане осталось только 3 патрона, причем они распределены по 5 гнездам, т.к. при втором нажатии на курок напротив ствола не может оказаться гнездо, в котором был патрон при первом нажатии на курок. Условная вероятность выстрела при второй попытке - [image: image60.png]3
P(BI&)=2,
(814 =%



  если в первый раз был выстрел, [image: image61.png]- _4
PBID=2
(B 4) 3



 - если в первый раз произошла осечка. Условная вероятность осечки во второй раз - [image: image62.png]5 2
P(Bi =2
(B 4)=5



, если в первый раз произошел выстрел, [image: image63.png]i |
P(BidA)=<
(B1A)=x



 - если в первый раз была осечка. Рассмотрим вероятности того, что во втором случае произойдет выстрел (событие В) или произойдет осечка (событие [image: image64.png]


) при условии, что в первом случае произошел выстрел (событие А) или осечка (событие [image: image65.png]


). [image: image66.png]P(B)= P(A)P(BI4) :%

3.5 o4
571



 - два выстрела подряд [image: image67.png]P(8)= PCD)P(B1 ) =

NS

1
3



 - первая осечка, второй выстрел [image: image68.png]P(B)=P(A)PF14)=




 - первый выстрел, вторая осечка [image: image69.png]P(B)=P(DHPE1HE) =




 - две осечки подряд. Эти четыре случая образуют полную группу событий (сумма их вероятностей равна единице) 

Анализируя полученные результаты, видим, что вероятность хотя бы одного выстрела равна сумме [image: image70.png]LML M Sy S
15 15 15 15




Теперь рассмотрим другой случай. Предположим, что после первого нажатия на курок барабан раскрутили и опять нажали на курок. Вероятности первого выстрела и первой осечки не изменились - [image: image71.png]4
A=



, [image: image72.png]a2
P@=%



 Условные вероятности второго выстрела и осечки вычисляются из условия, что напротив ствола может оказаться то же гнездо, что и в первый раз. Условная вероятность выстрела при второй попытке - [image: image73.png]3
P(BI&)=2,
(814 =2



 если в первый раз был выстрел, [image: image74.png]- _4
PBID=2
(B 4) A



 - если в первый раз произошла осечка. Условная вероятность осечки во второй раз - [image: image75.png]5 3
P(Bi A==
(B 4)=



, если в первый раз произошел выстрел, [image: image76.png]i 2
P(BiA)==
BiA)=v¢



 - если была осечка. Тогда: [image: image77.png]P(B)= P(A)P(BI 4)=




 - два выстрела подряд [image: image78.png]P(8)= PCD)P(81F) =




 - первая осечка, второй выстрел [image: image79.png]P(B)=P(A)PF14)=




 - первый выстрел, вторая осечка [image: image80.png]e~ T2 21
P(B)=P@PEIZ) == "=-w01l1
(B)=PDFEI A= o=y



 - две осечки подряд В этом случае вероятность того, что произойдет хотя бы один выстрел, равна [image: image81.png]B=2+2:2 Foom
375579




Пример. Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для первого стрелка равна 0,7, а для второго – 0,8. Найти вероятность того, что при одном залпе в мишень попадает только один из стрелков. Обозначим попадание в цель первым стрелком – событие А, вторым – событие В, промах первого стрелка – событие [image: image82.png]


, промах второго – событие [image: image83.png]


. [image: image84.png]PA)=07, P(A)




Вероятность того, что первый стрелок попадет в мишень, а второй – нет равна [image: image85.png]PAPE)=07-02=014



Вероятность того, что второй стрелок попадет в цель, а первый – нет равна [image: image86.png]PAP(B)=0308=024



Тогда вероятность попадания в цель только одним стрелком равна [image: image87.png]FP=0]14+0,24=0738



Тот же результат можно получить другим способом – находим вероятности того, что оба стрелка попали в цель и оба промахнулись. Эти вероятности соответственно равны: [image: image88.png]PA)P(B)=0,7-08=0,5, P(A)PE,




Тогда вероятность того, что в цель попадет только один стрелок равна: [image: image89.png]



Пример. Вероятность того, что взятая наугад деталь из некоторой партии деталей, будет бракованной равна 0,2. Найти вероятность того, что из трех взятых деталей 2 окажется не бракованными. Обозначим бракованную деталь – событие А, не бракованную – событие [image: image90.png]


. [image: image91.png]P(A)=02, P(A




Если среди трех деталей оказывается только одна бракованная, то это возможно в одном из трех случаев: бракованная деталь будет первой, второй или третьей. [image: image92.png]= P(4) P(A)P(A) + P(A)P(A)P(A) + P(A) P(A)P(4)





INCLUDEPICTURE "Операции%20над%20событиями%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image069.gif" \* MERGEFORMAT [image: image93.png]FP=3.02.08 0,

0,384




 
Пример. Вероятности того, что нужная деталь находится в первом, втором, третьем или четвертом ящике, соответственно равны 0,6, 0,7, 0,8, 0,9. Найти вероятности того, что эта деталь находится: 

а) не более, чем в трех ящиках; 

б) не менее, чем в двух ящиках. 

а) Вероятность того, что данная деталь находится во всех четырех ящиках, равна [image: image94.png]P=RRAF

6-0,7-08-0,9=0,3024,



Вероятность того, что нужная деталь находиться не более, чем в трех ящиках равна вероятности того, что она не находится во всех четырех ящиках. [image: image95.png]


. 

б) Вероятность того, что нужная деталь находится не менее, чем в двух ящиках, складывается из вероятностей того, что деталь находиться только в двух ящиках, только в трех ящиках, только в четырех ящиках. Конечно, эти вероятности можно посчитать, а потом сложить, однако, проще поступить иначе. Та же вероятность равна вероятности того, что деталь не находится только в одном ящике и имеется вообще. 

 Вероятность того, что деталь находится только в одном ящике, равна 

[image: image96.png]P= Fg,q:9y + 10294 Y010, 504 + 019205,





INCLUDEPICTURE "Операции%20над%20событиями%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image073.gif" \* MERGEFORMAT [image: image97.png]F=06.03.02.01+04.07.0,2.01+04.0,3.08.01+04.03.0,2.0,






INCLUDEPICTURE "Операции%20над%20событиями%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image074.gif" \* MERGEFORMAT [image: image98.png]0,0036 +0,0056 +0,0096 +0,0216 = 0,0404





INCLUDEPICTURE "Операции%20над%20событиями%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image075.gif" \* MERGEFORMAT [image: image99.png]


Вероятность того, что нужной деталь нет ни в одном ящике, равна: [image: image100.png]04.03.02.01

0,0024






INCLUDEPICTURE "Операции%20над%20событиями%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image077.gif" \* MERGEFORMAT [image: image101.png]- 10,0024

9976





Искомая вероятность равна [image: image102.png]0,9596- 0,997

0,9573.





Формула полной вероятности

Пусть некоторое событие А может произойти  вместе с одним из несовместных событий [image: image103.png]


, составляющих полную группу событий. Пусть известны вероятности этих событий [image: image104.png]P(H\),P(H,y),..,P(H,)



 и условные вероятности наступления события А при наступлении события Hi 

[image: image105.png]P(AIH), P(AIH,),  P(AIH,)




 
Теорема. Вероятность события А, которое может произойти вместе с одним из событий [image: image106.png]


, равна сумме парных произведений вероятностей каждого из этих событий на соответствующие им условные вероятности наступления события А. [image: image107.png]P(A):iP(H,)P(A/H,)
o



Фактически эта формула полной вероятности уже использовалась при решении примеров, приведенных выше, например, в задаче с револьвером. 

Пример. Один из трех стрелков производит два выстрела. Вероятность попадания в цель при одном выстреле для первого стрелка равна 0,4, для второго – 0,6, для третьего – 0,8. Найти вероятность того, что в цель попадут два раза. Вероятность того, что выстрелы производит первый, второй или третий стрелок равна [image: image108.png]


. Вероятности того, что один из стрелков, производящих выстрелы, два раза попадает в цель, равны: - для первого стрелка: [image: image109.png]


- для второго стрелка: [image: image110.png]0,6% =0,36,




- для третьего стрелка: [image: image111.png]0,64,




Искомая вероятность равна: [image: image112.png]Lopalyagly 29
p=-pi+opi+s :7 016+03 ==
3P tyPatrs =5 6+0.64) =2




Формула Бейеса (формула гипотез)

Пусть имеется полная группа несовместных гипотез [image: image113.png]


  с известными вероятностями их наступления [image: image114.png]P(H\),P(H,y),..,P(H,)



. Пусть в результате опыта наступило событие А, условные вероятности которого по каждой из гипотез известны, т.е. известны вероятности [image: image115.png]P(AIH), P(AIH,),  P(AIH,)



. Требуется определить какие вероятности имеют гипотезы [image: image116.png]


 относительно события А, т.е. условные вероятности [image: image117.png]P(H14)



. 

Теорема. Вероятность гипотезы после испытания равна произведению вероятности гипотезы до испытания на соответствующую ей условную вероятность события, которое произошло при испытании, деленному на полную вероятность этого события. [image: image118.png]P, 1 4y = SR

DL P(H)PATHY)
o




Эта формула называется формулой Бейеса. Если до испытания все гипотезы равновероятны с вероятностью [image: image119.png]PH)=p



, то формула Бейеса принимает вид: 

[image: image120.png]P14y = DA

SPAIH)
Z




Формула Бернулли

Если производится некоторое количество испытаний, в результате которых может произойти или не произойти событие А, и вероятность появления этого события в каждом из испытаний не зависит от результатов остальных испытаний, то такие испытания называются независимыми относительно события А. Допустим, что событие А наступает в каждом испытании с вероятностью Р(А)=р. Определим вероятность Р того, что в результате п испытаний событие А наступило ровно т раз. Эту вероятность в принципе можно посчитать, используя теоремы сложения и умножения вероятностей, как это делалось в рассмотренных выше примерах. Однако, при достаточно большом количестве испытаний это приводит к очень большим вычислениям. Таким образом, возникает необходимость разработать общий подход к решению поставленной задачи. Этот подход реализован в формуле Бернулли. (Якоб Бернулли (1654 – 1705) – швейцарский математик) Пусть в результате n независимых испытаний, проведенных в одинаковых условиях, событие А наступает с вероятностью Р(А) = р, а противоположное ему событие [image: image121.png]


 с вероятностью [image: image122.png]PA)y=1-p



. Обозначим Ai – наступление события А в испытании с номером i. Т.к. условия проведения опытов одинаковые, то эти вероятности равны. Если в результате n опытов событие А наступает ровно т раз, то остальные n -т раз это событие не наступает. Событие А может появиться т раз в n испытаниях в различных комбинациях, число которых равно количеству сочетаний из n элементов по т. Это количество сочетаний находится по формуле: [image: image123.png]7l

(- )l



Вероятность каждой комбинации равна произведению вероятностей: [image: image124.png]pPrl-pr™




Применяя теорему сложения вероятностей несовместных событий, получаем формулу Бернулли: [image: image125.png]PRy

B =
STl



Формула Бернулли важна тем, что справедлива для любого количества независимых испытаний, т.е. того самого случая, в котором наиболее четко проявляются законы теории вероятностей. Пример. По цели производится 5 выстрелов. Вероятность попадания для каждого выстрела равна 0,4. Найти вероятность того, что в цель попали не менее трех раз. Вероятность не менее трех попаданий складывается из вероятности пяти попаданий, четырех попаданий и трех попаданий. Т.к. выстрелы независимы, то можно применить формулу Бернулли вероятности того, что в т испытаниях событие в вероятностью р наступает ровно п раз. [image: image126.png]PRy

B =
STl



В случае пяти попаданий из пяти возможных: [image: image127.png]By=p"=04"=001024



Четыре попадания из пяти выстрелов: [image: image128.png]el
Py=—p'(-p)=
ERbretd (1- ) =0,0768



Три попадания из пяти: [image: image129.png]el
B.= 3o p)? =
=37 (1-p)* =02304



Окончательно, получаем вероятность не менее трех попаданий из пяти выстрелов: [image: image130.png]F=0,01204+0,0768+0,2304

,31744



Случайные величины. Выше рассматривались случайные события, являющиеся качественной характеристикой случайного результата опыта. Для получения количественной характеристики вводится понятие случайной величины.

Определение. Случайной величиной называется величина, которая в результате опыта может принимать то или иное значение, причем заранее известно какое именно. Случайные величины можно разделить на две категории.

Определение. Дискретной случайной величиной называется такая величина, которая в результате опыта может принимать определенные значения с определенной вероятностью, образующие счетное множество (множество, элементы которого могут быть занумерованы). Это множество может быть как конечным, так и бесконечным. Например, количество выстрелов до первого попадания в цель является дискретной случайной величиной, т.к. эта величина может принимать и бесконечное, хотя и счетное количество значений. 

Определение. Непрерывной случайной величиной называется такая величина, которая может принимать любые значения из некоторого конечного или бесконечного промежутка. Очевидно, что число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно. Для задания случайной величины недостаточно просто указать ее значение, необходимо также указать вероятность этого значения. Закон распределения дискретной случайной величины. Определение. Соотношение между возможными значениями случайной величины и их вероятностями называется законом распределения дискретной случайной величины. Закон распределения может быть задан аналитически, в виде таблицы или графически. Таблица соответствия значений случайной величины и их вероятностей называется рядом распределения. Графическое представление этой таблицы называется многоугольником распределения.  При этом сумма все ординат многоугольника распределения представляет собой вероятность всех возможных значений случайной величины, а, следовательно, равна единице. Пример. По цели производится 5 выстрелов. Вероятность попадания для каждого выстрела равна 0,4. Найти вероятности числа попаданий и построить многоугольник распределения. Вероятности пяти попаданий из пяти возможных, четырех из пяти и трех из пяти были найдены выше по формуле Бернулли и равны соответственно: [image: image131.png]Py5=0,01024



, [image: image132.png]P,5=0,0768



, [image: image133.png]B5=02304



 Аналогично найдем: [image: image134.png]By
a7
504 06
=034
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При построении многоугольника распределения надо помнить, что соединение полученных точек носит условный характер. В промежутках между значениями случайной величины вероятность не принимает никакого значения. Точки соединены только для наглядности. 

Пример. Вероятность хотя бы одного попадания в мишень стрелком при трех выстрелах равна 0,875. Найти вероятность попадания в мишень при одном выстреле. Если обозначить р – вероятность попадания стрелком в мишень при одном выстреле, то вероятность промаха при одном выстреле, очевидно, равна (1 – р). Вероятность трех промахов из трех выстрелов равна (1 – р)3. Эта вероятность равна 1 – 0,875 = 0,125, т.е. в цель не попадают ни одного раза. Получаем: [image: image137.png](1-p)*=0125 1-
y  1-p=05  p=05




Пример. В первой коробке содержится 10 шаров, из них 8 белых; во второй коробке 20 шаров, из них 4 белых. Из каждой коробки наугад извлекли по одному шару, а затем из этих двух шаров наугад берут один шар. Найти вероятность того, что этот шар белый. Вероятность того, что взятый из первой коробки шар белый - [image: image138.png]F(B)=08,



что не белый - [image: image139.png]


. Вероятность того, что взятый из второй коробки шар белый - [image: image140.png]Py(B)=




  что не белый - [image: image141.png]P, (HE

0,8,



Вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из первой коробки и вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из второй коробки, равны 0,5. Вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из первой коробки, и он белый - [image: image142.png],5- P (B)

,5-08=04.




Вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из второй коробки, и он белый - [image: image143.png]05-Py(5;

0502




Вероятность того, что повторно будет выбран белый шар, равна [image: image144.png]P=p +p.

0,440,

0,5.




Пример. Имеется пять винтовок, три из которых снабжены оптическим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит цель при выстреле из винтовки с оптическим прицелом, равна 0,95, для винтовки без оптического прицела эта вероятность равна 0,7. Найти вероятность того, что цель будет поражена, если стрелок произведет один выстрел из наугад выбранной винтовки. Вероятность того, что выбрана винтовка с оптическим прицелом, обозначим [image: image145.png]


, а вероятность того, что выбрана винтовка без оптического прицела, обозначим [image: image146.png]


. Вероятность того, что выбрали винтовку с оптическим прицелом, и при этом цель была поражена [image: image147.png]R=R PIIO)



, где Р(ПЦ/O) – вероятность поражения цели из винтовки с оптическим прицелом. Аналогично, вероятность того, что выбрали винтовку без оптического прицела, и при этом цель была поражена [image: image148.png]Py - P(IT 1 BO)



, где Р(ПЦ/БO) – вероятность поражения цели из винтовки без оптического прицела. Окончательная вероятность поражения цели равна сумме вероятностей Р1 и Р2, т.к. для поражения цели достаточно, чтобы произошло одно из этих несовместных событий. [image: image149.png]P=R+PR

,95.0,64+0,7-04=0,57+0,28





Пример. Трое охотников одновременно выстрелили по медведю, который был убит одной пулей. Определить вероятность того, что медведь был убит первым стрелком, если вероятности попадания для этих стрелков равны соответственно 0,3, 0,4, 0,5. В этой задаче требуется определить вероятность гипотезы уже после того, как событие уже совершилось. Для определения искомой вероятности надо воспользоваться формулой Бейеса. В нашем случае она имеет вид: [image: image150.png]PUH)P(AT Hy)
P(H)P(AIH )+ P(H)P(A H )+ P(H)P(AIH,)

P(H, 4 =



В этой формуле Н1, Н2, Н3 – гипотезы, что медведя убьет первый, второй и третий стрелок соответственно. До произведения выстрелов эти гипотезы равновероятны и их вероятность равна [image: image151.png]


. P(H1/A)– вероятность того, что медведя убил первый стрелок при условии, что выстрелы уже произведены (событие А). Вероятности того, что медведя убьет первый, второй или третий стрелок, вычисленные до выстрелов, равны соответственно: [image: image152.png]0,3-0,6-0,

0,09

P1ads





INCLUDEPICTURE "Формула%20Бернулли%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image131.gif" \* MERGEFORMAT [image: image153.png]P(AIH))=q1pyq;=07-04.05=014





INCLUDEPICTURE "Формула%20Бернулли%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image132.gif" \* MERGEFORMAT [image: image154.png]070,60,
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Здесь q1 = 0,7; q2 = 0,6; q3 = 0,5 – вероятности промаха для каждого из стрелков, рассчитаны как q = 1 – p, где р – вероятности попадания для каждого из стрелков. Подставим эти значения в формулу Бейеса: [image: image155.png]P(H, 1 4)





Пример. Последовательно послано четыре радиосигнала. Вероятности приема каждого из них не зависят от того, приняты ли остальные сигналы, или нет. Вероятности приема сигналов равны соответственно 0,2, 0,3, 0,4, 0,5. Определить вероятность приема трех радиосигналов. Событие приема трех сигналов из четырех возможно в четырех случаях: [image: image156.png],2:0,3-0,4.0,5=0,012






INCLUDEPICTURE "Формула%20Бернулли%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image135.gif" \* MERGEFORMAT [image: image157.png]Py
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INCLUDEPICTURE "Формула%20Бернулли%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image136.gif" \* MERGEFORMAT [image: image158.png]12:0,7-0,4.0,5=0,028
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INCLUDEPICTURE "Формула%20Бернулли%20Курс%20лекций%20высшей%20математики.files/image137.gif" \* MERGEFORMAT [image: image159.png]18-0,3-0,4.0,5=0,048




Для приема трех сигналов необходимо совершение одного из событий А, В, С или D. Таким образом, находим искомую вероятность: [image: image160.png]FP=0,012+0,018+0,028+ 0,04

0,106




Пример. Двадцать экзаменационных билетов содержат по два вопроса, которые не повторяются. Экзаменующийся знает ответы только на 35 вопросов. Определить вероятность того, что экзамен будет сдан, если для этого достаточно ответить на два вопроса одного билета или на один вопрос одного билета и на указанный дополнительный вопрос из другого билета. В общей сложности имеется 40 вопросов (по 2 в каждом из 20 билетов). Вероятность того, что выпадает вопрос, на который ответ известен, очевидно, равна [image: image161.png]35



. Для того, чтобы сдать экзамен, требуется совершение одного из трех событий: 

1) Событие A – ответили на первый вопрос (вероятность [image: image162.png]35



) и ответили на второй вопрос (вероятность [image: image163.png]


). Т.к. после успешного ответа на первый вопрос остается еще 39 вопросов, на 34 из которых ответы известны. [image: image164.png]pay=2.2 _ 07608
203




2) Событие В – на первый вопрос ответили (вероятность [image: image165.png]35



), на второй – нет (вероятность [image: image166.png]


), на третий – ответили (вероятность [image: image167.png]


). [image: image168.png]P@=2 2 2 1004
20 39 38




3) Событие С – на первый вопрос не ответили (вероятность [image: image169.png]


), на второй – ответили (вероятность [image: image170.png]


), на третий – ответили (вероятность [image: image171.png]


). [image: image172.png]PO=2 22 g10m
20 39 33




Вероятность того, что при заданных условиях экзамен будет сдан равна: [image: image173.png]



Пример. Имеются две партии однородных деталей. Первая партия состоит из 12 деталей, 3 из которых - бракованные. Вторая партия состоит из 15 деталей, 4 из которых – бракованные. Из первой и второй партий извлекают по две детали. Какова вероятность того, что среди них нет бракованных деталей. Вероятность оказаться не бракованной для первой детали, извлеченной из первой партии, равна [image: image174.png]


, для второй детали, извлеченной из первой партии при условии, что первая деталь была не бракованной - [image: image175.png]


. Вероятность оказаться не бракованной для первой детали, извлеченной из второй партии, равна [image: image176.png]_u
P23 5



, для второй детали, извлеченной из второй партии при условии, что первая деталь была не бракованной - [image: image177.png]


. Вероятность того, что среди четырех извлеченных деталей нет бракованных, равна:  [image: image178.png]9-8-11-10

P=_— 0 -02857

12111514




Рассмотрим тот же пример, но несколько с другим условием. 

Пример. Имеются две партии однородных деталей. Первая партия состоит из 12 деталей, 3 из которых - бракованные. Вторая партия состоит из 15 деталей, 4 из которых – бракованные. Из первой партии извлекаются наугад 5 деталей, а из второй – 7 деталей. Эти детали образуют новую партию. Какова вероятность достать из них бракованную деталь? Для того, чтобы выбранная наугад деталь была бы бракованной, необходимо выполнение одного из двух несовместных условий: 

1) Выбранная деталь была из первой партии (вероятность - [image: image179.png]


) и при этом она – бракованная (вероятность - [image: image180.png]


). Окончательно: [image: image181.png]2.2 01041
FPRET)




2) Выбранная деталь была из второй партии (вероятность - [image: image182.png]


) и при этом 

она – бракованная (вероятность - [image: image183.png]


). Окончательно: [image: image184.png]T4 o155,
15



Окончательно, получаем:[image: image185.png]p=p +p, =02597




. 

Пример. В урне 3 белых и 5 черных шаров. Из урны вынимают наугад два шара. Найти вероятность того, что эти шары не одного цвета. Событие, состоящее в том, что выбранные шары разного цвета произойдет в одном из двух случаев: 

1) Первый шар белый (вероятность - [image: image186.png]


), а второй – черный (вероятность - [image: image187.png]~1lwn



).

2) Первый шар черный (вероятность - [image: image188.png]


), а второй – белый (вероятность - [image: image189.png]=W



). 

Окончательно получаем: [image: image190.png]EI
aiw

win
alw

15
28



Биноминальное распределение. Если производится n независимых испытаний, в каждом из которых событие А может появиться с одинаковой вероятностью р в каждом из испытаний, то вероятность того, что событие не появится, равна q = 1 – p. Примем число появлений события в каждом из испытаний за некоторую случайную величину Х. Чтобы найти закон распределения этой случайной величины, необходимо определить значения этой величины и их вероятности. Значения найти достаточно просто. Очевидно, что в результате п испытаний событие может не появиться вовсе, появиться один раз, два раза, три и т.д. до п раз. Вероятность каждого значения этой случайной величины можно найти по формуле Бернулли. 

[image: image191.png]B (k) =Chptg™,




Эта формула аналитически выражает искомый закон распределения. Этот закон распределения называется биноминальным. 

Пример. В партии 10% нестандартных деталей. Наугад отобраны 4 детали. Написать биноминальный закон распределения дискретной случайной величины Х – числа нестандартных деталей среди четырех отобранных и построить многоугольник полученного распределения. Вероятность появления нестандартной детали в каждом случае равна 0,1. Найдем вероятности того, что среди отобранных деталей: 

1) Вообще нет нестандартных. [image: image192.png]4
B(0)=—0,1" =
AVl 0\4\0'1 09* = 0,6561




2) Одна нестандартная. [image: image193.png]4
R=—01 =
() T 3‘0,1 0,9° =0,2916




3) Две нестандартные детали. [image: image194.png]4
R(2)=—01% 2=
(2 23 01%.09%=0,0486




4) Три нестандартные детали. [image: image195.png]4
R(3)=—07F =
23 31 0,°0,9' = 0,0036




5) Четыре нестандартных детали. [image: image196.png]4
Bi(d)=—01*.029" =
A 20 0,1*.0,9° = 0,0001
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Построим многоугольник распределения. 

 
Пример. Две игральные кости одновременно бросают 2 раза. Написать биноминальный закон распределения дискретной случайной величины Х – числа выпадений четного числа очков на двух игральных костях. Каждая игральная кость имеет три варианта четных очков – 2, 4 и 6 из шести возможных, таким образом, вероятность выпадения четного числа очков на одной кости равна 0,5. Вероятность одновременного выпадения четных очков на двух костях равна 0,25. Вероятность того, что при двух испытаниях оба раза выпали четные очки на обеих костях, равна: [image: image198.png]2
B(2)y=— ? 0 =
2(2) o 0,25%.0,75° = 0,0625



Вероятность того, что при двух испытаниях один раз выпали четные очки на обеих костях: [image: image199.png]2
B =57025-075 20375



Вероятность того, что при двух испытаниях ни одного раза не выпаде четного числа очков на обеих костях: [image: image200.png]2
B0y =— 0 2=
20 o 2‘0,25 0,75 = 0,5625




Функция распределения

Во всех рассмотренных выше случаях случайная величина определялась путем задания значений самой величины и вероятностей этих значений. Однако, такой метод применим далеко не всегда. Например, в случае непрерывной случайной величины, ее значения могут заполнять некоторый произвольный интервал. Очевидно, что в этом случае задать все значения случайной величины просто нереально. Даже в случае, когда это сделать можно, зачастую задача решается чрезвычайно сложно. Рассмотренный только что пример даже при относительно простом условии (приборов только четыре) приводит к достаточно неудобным вычислениям, а если в задаче будет несколько сотен приборов? Поэтому встает задача по возможности отказаться от индивидуального подхода к каждой задаче и найти по возможности наиболее общий способ задания любых типов случайных величин. Пусть х – действительное число. Вероятность события, состоящего в том, что Х примет значение, меньшее х, т.е. Х < x, обозначим через F(x). 

Определение. Функцией распределения называют функцию F(x), определяющую вероятность того, что случайная величина Х в результате испытания примет значение, меньшее х. [image: image201.png]F(x)=P(X <x)



Функцию распределения также называют интегральной функцией. Функция распределения существует как для непрерывных, так и для дискретных случайных величин. Она полностью характеризует случайную величину и является одной из форм закона распределения. Для дискретной случайной величины функция распределения имеет вид: [image: image202.png]F)=LP(X=x)



Знак неравенства под знаком суммы показывает, что суммирование распространяется на те возможные значения случайной величины, которые меньше аргумента х. Функция распределения дискретной случайной величины Х разрывна и возрастает скачками при переходе через каждое значение хi. 

Так для примера, рассмотренного выше, функция распределения будет иметь вид: 
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Свойства функции распределения.

1) Значения функции распределения принадлежат отрезку [0, 1]. [image: image204.png]0=F(xn=1




2)   F(x) – неубывающая функция. [image: image205.png]F(x) 2 F(x)



 при [image: image206.png]



3) Вероятность того, что случайная величина примет значение, заключенное в интервале (a, b) , равна приращению функции распределения на этом интервале. [image: image207.png]PlasX <b)=F(b)-Fla)




4) На минус бесконечности функция распределения равна нулю, на плюс бесконечности функция распределения равна единице. 

5) Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет одно определенное значение, равна нулю. Таким образом, не имеет смысла говорить о каком – либо конкретном значении случайной величины. Интерес представляет только вероятность попадания случайной величины в какой – либо интервал, что соответствует большинству практических задач.

Плотность распределения. Функция распределения полностью характеризует случайную величину, однако, имеет один недостаток. По функции распределения трудно судить о характере распределения случайной величины в небольшой окрестности той или иной точки числовой оси. 

Определение. Плотностью распределения вероятностей непрерывной случайной величины Х называется функция f(x) – первая производная от функции распределения F(x). [image: image208.png]Jx)=Fi(x).



Плотность распределения также называют дифференциальной функцией. Для описания дискретной случайной величины плотность распределения неприемлема. Смысл плотности распределения состоит в том, что она показывает как часто появляется случайная величина Х в некоторой окрестности точки х при повторении опытов. После введения функций распределения и плотности распределения можно дать следующее определение непрерывной случайной величины. 

Определение.  Случайная величина Х называется непрерывной, если ее функция распределения F(x) непрерывна на всей оси ОХ, а плотность распределения f(x) существует везде, за исключением( может быть, конечного числа точек. Зная плотность распределения, можно вычислить вероятность того, что некоторая случайная величина Х примет значение, принадлежащее заданному интервалу. 

Теорема. Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет значение, принадлежащее интервалу (a, b), равна определенному интегралу от плотности распределения, взятому в пределах от a до b. [image: image209.png]13
Pla<X <b)= ] f(x)dx



Доказательство этой теоремы основано на определении плотности распределения и третьем свойстве функции распределения, записанном выше. Геометрически это означает, что вероятность того, что непрерывная случайная величина примет значение, принадлежащее интервалу (a, b), равна площади криволинейной трапеции, ограниченной осью ОХ, кривой распределения f(x) и прямыми x=a и x=b. Функция распределения может быть легко найдена, если известна плотность распределения, по формуле: [image: image210.png]F)= i/(x)dx




Свойства плотности распределения. 

1) Плотность распределения – неотрицательная функция. [image: image211.png]fx)=z0




2) Несобственный интеграл от плотности распределения в пределах от - ¥ до ¥ равен единице. [image: image212.png]T Fdx=1




Пример. Случайная величина подчинена закону распределения с плотностью: [image: image213.png]asinx, npu 0Sxs<m

0, npu x <0 wnu x>



Требуется найти коэффициент а, построить график функции плотности распределения, определить вероятность того, что случайная величина попадет в интервал от 0 до [image: image214.png]ESE)



. 

Построим график плотности распределения: 

[image: image215.png]



Для нахождения коэффициента а воспользуемся свойством [image: image216.png]T FRdx=1



. [image: image217.png]Tf(x)dx: ide+fasm xdx+]0dx:afsm xdx:—acosx\' =2a=1,
S M H 3
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Находим вероятность попадания случайной величины в заданный интервал. 
Пример.   Задана  непрерывная   случайная   величина  х  своей  функцией 

распределения f(x). [image: image219.png]f®=

Acos2x, npu —ggs

0, ud
o %

N



Требуется определить коэффициент А, найти функцию распределения, построить графики функции распределения и плотности распределения, определить вероятность того, что случайная величина х попадет в интервал [image: image220.png]


. Найдем коэффициент А. [image: image221.png]Asin 2x ,\“:A:I

]/(x)dx, Ide+ IA:ostdx+ jodr 5
t

an it




Найдем функцию распределения: 


1) На участке [image: image222.png]N



 : [image: image223.png]#) = | £y = foae=0



 
2) На участке [image: image224.png]N

"

in
N



 [image: image225.png]x4
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3) На участке [image: image226.png]N



 [image: image227.png]AN TAd
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Итого: [image: image228.png]S
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 [image: image229.png]1,



 
Построим график плотности распределения: f(x) 
[image: image230.png]e

Y




Построим график функции распределения: 

[image: image231.png]=

e




Найдем вероятность попадания случайной величины в интервал [image: image232.png]


. [image: image233.png]=4
P[% <x< 2] If(x)dx = Jeos 2man+ jodx, 5‘"22X \“

6 o6 . i6




Ту же самую вероятность можно искать и другим способом: [image: image234.png]_sin(m/3)+1
2

P[% <x <2] FQ-Fi6)=





Числовые характеристики непрерывных случайных величин. 

Пусть непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения f(x). Допустим, что все возможные значения случайной величины принадлежат отрезку [a,b].
Определение. Математическим ожиданием  непрерывной случайной величины Х, возможные значения которой принадлежат отрезку [a,b], называется определенный интеграл [image: image235.png]13
M) = [ (R



Если возможные значения случайной величины рассматриваются на всей числовой оси, то математическое ожидание находится по формуле: [image: image236.png]M= Txf(x)dx



При этом, конечно, предполагается, что несобственный интеграл сходится. 

[an error occurred while processing this directive] 

Определение. Дисперсией непрерывной случайной величины называется математическое ожидание квадрата ее отклонения. [image: image237.png]D)= T[x = M(X)P f (x)dx



По аналогии с дисперсией дискретной случайной величины, для практического вычисления дисперсии используется формула: [image: image238.png]DX)= sz/(X)dX* )




Определение. Средним квадратичным отклонением называется квадратный корень из дисперсии. [image: image239.png]S(X) = {D(X)




Определение. Модой М0 дискретной случайной величины называется ее наиболее вероятное значение. Для непрерывной случайной величины мода – такое значение случайной величины, при которой плотность распределения имеет максимум. [image: image240.png]J (M) = max



Если многоугольник распределения для дискретной случайной величины или кривая распределения для непрерывной случайной величины имеет два или несколько максимумов, то такое распределение называется двухмодальным или многомодальным. Если распределение имеет минимум, но не имеет максимума, то оно называется антимодальным. 

Определение. Медианой MD случайной величины Х называется такое ее значение, относительно которого равновероятно получение большего или меньшего значения случайной величины. [image: image241.png]P(X <Mp)=P(X >Mp)



Геометрически медиана – абсцисса точки, в которой площадь, ограниченная кривой распределения делится пополам. Отметим, что если распределение одномодальное, то мода и медиана совпадают с математическим ожиданием. 

Определение. Начальным моментом порядка k случайной величины Х называется математическое ожидание величины Хk. [image: image242.png]MIXY)
oy =



Для дискретной случайной величины: [image: image243.png]


. Для непрерывной случайной величины: [image: image244.png]o = Tx*/(x)dx



. 

Начальный момент первого порядка равен математическому ожиданию. 

Определение. Центральным моментом порядка k случайной величины Х называется математическое ожидание величины [image: image245.png](X -m)"
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Для дискретной случайной величины: [image: image247.png]o= N -m) e



. Для непрерывной случайной величины: [image: image248.png]Wy = [ =) 7 (Rdx



. Центральный момент первого порядка всегда равен нулю, а центральный момент второго порядка равен дисперсии. Центральный момент третьего порядка характеризует асимметрию распределения. 

Определение. Отношение центрального момента третьего порядка к среднему квадратическому отклонению в третьей степени называется коэффициентом асимметрии. [image: image249.png]



Определение. Для характеристики островершинности и плосковершинности распределения используется величина, называемая эксцессом. [image: image250.png]


Кроме рассмотренных величин используются также так называемые абсолютные моменты: Абсолютный начальный момент: [image: image251.png]B, = M{|x[]



. Абсолютный центральный момент: [image: image252.png]vy = M{|x -m,[]



. Абсолютный центральный момент первого порядка называется средним арифметическим отклонением. 

Пример. Для рассмотренного выше примера определить математическое ожидание и дисперсию случайной величины Х. [image: image253.png]BT art u=x dv=cos2zds

MX)= ]x/(x)dx, Ide+ I/f:ostdx+ jodx, [ xcos 22dx= deman yofn2n (=
- o an =dr v= ;
2
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Пример. В урне 6 белых и 4 черных шара. Из нее пять раз подряд извлекают шар, причем каждый раз вынутый шар возвращают обратно и шары перемешивают. Приняв за случайную величину Х число извлеченных белых шаров, составить закон распределения этой величины, определить ее математическое ожидание и дисперсию. Т.к. шары в каждом опыте возвращаются обратно и перемешиваются, то испытания можно считать независимыми (результат предыдущего опыта не влияет на вероятность появления или не появления события в другом опыте). Таким образом, вероятность появления белого шара в каждом опыте постоянна и равна [image: image257.png]Loos



Таким образом, в результате пяти последовательных испытаний белый шар может не появиться вовсе, появиться один раз, два, три, четыре или пять раз. Для составления закона распределения надо найти вероятности каждого из этих событий: 

1) Белый шар не появился вовсе: [image: image258.png]Pp(0) = (1- P;)° = 0,0102.




2) Белый шар появился один раз: [image: image259.png]!
Py = CiPL(1-P5)t = %0,6 04* =0,0768




3) Белый шар появиться два раза:  [image: image260.png]el
Py(2) = —=0,6° =
5(2) 3 3‘0,6 04% =0,2304



. 

4) Белый шар появиться три раза: [image: image261.png]el
Py(3)=—06° 2=
(3 33 0,6% 0,4 = 0,3456.




5) Белый шар появиться четыре раза: [image: image262.png]el
Py(d)=——06" 04" =
5 (4) 4\1\0'6 04! =0,2592.




6) Белый шар появился пять раз: [image: image263.png]Pp(5)=0,6" =0,0778.



Получаем следующий закон распределения случайной величины Х. 

	х 
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 

	х2 
	0 
	1 
	4 
	9 
	16 
	25 

	р(х) 
	0,0102 
	0,0768 
	0,2304 
	0,3456 
	0,2592 
	0,0778 


 

 [image: image264.png]M(X)

,0768+2.-0,2304+3.0,3456 +4.0,2592+5.0,0778 = 3,0002.



 [image: image265.png]M(X*)=00768+4.0,2304+9-0,3456 +16. 0,2592+25. 0,077

10,201
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При решении практических задач зачастую точно найти закон распределения случайной величины довольно сложно. Однако, все происходящие процессы, связанные со случайными величинами, можно разделить на несколько типов, каждому из которых можно поставить в соответствие какой – либо закон распределения. Выше были рассмотрены некоторые типы распределений дискретной случайной величины такие как биноминальное распределение и распределение Пуассона. Рассмотрим теперь некоторые типы законов распределения для непрерывной случайной величины.

Равномерное распределение.

Определение. Непрерывная случайная величина имеет равномерное распределение на отрезке [a, b], если на этом отрезке плотность распределения случайной величины постоянна, а вне его равна нулю. [image: image267.png]0, x<a
F(x)={C, asxsb
0, x>b



Постоянная величина С может быть определена из условия равенства единице площади, ограниченной кривой распределения. [image: image268.png]


 f(x) [image: image269.png]


0 a b x Получаем [image: image270.png]


. Найдем функцию распределения F(x) на отрезке [a,b]. [image: image271.png])= i/(x)dx =
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F(x) [image: image273.png]



1 0 a b x Для того, чтобы случайная величина подчинялась закону равномерного распределения необходимо, чтобы ее значения лежали внутри некоторого определенного интервала, и внутри этого интервала значения этой случайной величины были бы равновероятны. Определим математическое ожидание и дисперсию случайной величины, подчиненной равномерному закону распределения. [image: image274.png]m, 7Ixf(x)dx ]

dr= ath
ool 2b-a), 2
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Вероятность попадания случайной величины в заданный интервал: [image: image278.png]3
Pla<x<p=] dx

b-a




 Показательное распределение. 

Определение. Показательным (экспоненциальным) называется распределение вероятностей непрерывной случайной величины Х, которое описывается плотностью [image: image279.png]


где l - положительное число. Найдем закон распределения. [image: image280.png]F(x)= i/(x)dx = iodx+ Aie'"dx =1-¢™
i k. H




[image: image281.png]


Графики функции распределения и плотности распределения 

: [image: image282.png]


 f(x) F(x) l 1 0 x 0 x  

Найдем математическое ожидание случайной величины, подчиненной показательному распределению. 

[image: image283.png]- L xf (x)dx = [m ix = dodn
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Результат получен с использованием того факта, что [image: image285.png]poc npasuﬂy} i L




Для нахождения дисперсии найдем величину М(Х2). [image: image286.png]MEY = Ix /(x)dx,]m I




Дважды интегрируя по частям, аналогично рассмотренному случаю, получим: [image: image287.png]


Тогда [image: image288.png]D
&3]
=M
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Итого: [image: image289.png]



Видно, что в случае показательного распределения математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение равны. Также легко определить и вероятность попадания случайной величины, подчиненной показательному закону распределения, в заданный интервал. [image: image290.png]Pla<x<b)=F¥)-Fla




Показательное распределение широко используется в теории надежности. Допустим, некоторое устройство начинает работать в момент времени t0=0, а через какое – то время t происходит отказ устройства. Обозначим Т непрерывную случайную величину – длительность безотказной работы устройства. Таким образом, функция распределения F(t) = P(T<t) определяет вероятность отказа за время длительностью t. Вероятность противоположного события (безотказная работа в течение времени t) равна R(t) = P(T>t) = 1 – F(t). 

Определение. Функцией надежности R(t) называют функцию, определяющую вероятность безотказной работы устройства в течение времени t. Часто на практике длительность безотказной работы подчиняется показательному закону распределению. Вообще говоря, если рассматривать новое устройство, то вероятность отказа в начале его функционирования будет больше, затем количество отказов снизится и будет некоторое время иметь практически одно и то же значение. Затем (когда устройство выработает свой ресурс) количество отказов будет возрастать. Другими словами, можно сказать, что функционирование устройства на протяжении всего существования (в смысле количества отказов) можно описать комбинацией двух показательных законов (в начале и конце функционирования) и равномерного закона распределения. Функция надежности для какого- либо устройства при показательном законе распределения равна: [image: image291.png]R(t)




Данное соотношение называют показательным законом надежности. Важным свойством, позволяющим значительно упростить решение задач теории надежности, является то, что вероятность безотказной работы устройства на интервале времени t не зависит от времени предшествующей работы до начала рассматриваемого интервала, а зависит только от длительности времени t. Таким образом, безотказная работа устройства зависит только от интенсивности отказов l и не зависит от безотказной работы устройства в прошлом. Так как подобным свойством обладает только показательный закон распределения, то этот факт позволяет определить, является ли закон распределения случайной величины показательным или нет. 

Нормальный закон распределения. 

Определение. Нормальным называется распределение вероятностей непрерывной случайной величины, которое описывается плотностью вероятности [image: image292.png]


Нормальный закон распределения также называется законом Гаусса. Нормальный закон распределения занимает центральное место в теории вероятностей. Это обусловлено тем, что этот закон проявляется во всех случаях, когда случайная величина является результатом действия большого числа различных факторов. К нормальному закону приближаются все остальные законы распределения. Можно легко показать, что параметры [image: image293.png]


 и [image: image294.png]


, входящие в плотность распределения являются соответственно математическим ожиданием и средним квадратическим отклонением случайной величины Х. Найдем функцию распределения F(x). [image: image295.png]


График плотности нормального распределения называется нормальной кривой или кривой Гаусса. Нормальная кривая обладает следующими свойствами: 

1)  Функция определена на всей числовой оси. 

2)  При всех х функция распределения принимает только положительные значения. 

3) Ось ОХ является горизонтальной асимптотой графика плотности вероятности, т.к. при неограниченном возрастании по абсолютной величине аргумента х, значение функции стремится к нулю. 

4) Найдем экстремум функции. [image: image296.png]


Т.к. при y’ > 0 при x < m и y’ < 0 при x > m , то в точке х = т функция имеет максимум, равный [image: image297.png]o2n



. 

5) Функция является симметричной относительно прямой х = а, т.к. разность (х – а) входит в функцию плотности распределения в квадрате. 

6) Для нахождения точек перегиба графика найдем вторую производную функции плотности. [image: image298.png]


    При x = m + s и x = m - s вторая производная равна нулю, а при переходе через эти точки меняет знак, т.е. в этих точках функция имеет перегиб. В этих точках значение функции равно [image: image299.png]ce2m



. Построим график функции плотности распределения. 

[image: image300.png]



Построены графики при т =0 и трех возможных значениях среднего квадратичного отклонения s = 1, s = 2 и s = 7. Как видно, при увеличении значения среднего квадратичного отклонения график становится более пологим, а максимальное значение уменьшается.. Если а > 0, то график сместится в положительном направлении, если а < 0 – в отрицательном. При а = 0 и s = 1 кривая называется нормированной. Уравнение нормированной кривой: [image: image301.png]




Таблица соотношения начальной буквы фамилии студента и варианта контрольных заданий
	Начальная буква фамилии
	Вариант задания

	А, Б, В
	Первый

	Г, Д, Е                        
	Второй

	Ж, З, И                    
	Третий

	К, Л
	Четвертый

	М, Н
	Пятый

	О, П, Р
	Шестой

	С, Т, У
	Седьмой

	Ф, Х, Ц
	Восьмой

	Ф, Х, Ц
	Девятый

	Э,Ю,Я
	Десятый


ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1

ВАРИАНТ №1

Задание №1.  Найти матрицу С, если: С=АТВ-2ВТ,  А=
[image: image302.wmf]÷
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Задание №2.  Решить систему линейных уравнений тремя методами:
· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image304.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

А (2,3);   В (1,3);   С (-6,-4).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image305.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение цилиндра, если ось коллинеарна вектору q(1,2,3), а направляющая задана уравнениями у2 = 4х, z = 0. 

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы
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ВАРИАНТ №2

Задание №1 Найти матрицу С, если:    С=АВТ-АТ,  А=
[image: image307.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                        
[image: image309.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                 А (1,1);   В (-3,3);   С (-5,-2).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image310.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение цилиндра, если ось коллинеарна вектору q(1,1,1), а направляющая задана уравнениями х2 + у2 +z2=0, z=0.   

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы
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ВАРИАНТ №3

Задание №1 Найти матрицу С, если:   С=АТВ-ВАТ,  А=
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                        
[image: image314.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                  А (1,2);   В (-2,3);   С (-2,-3).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image315.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением прямой 

z = у, х = 0 вращением вокруг оси Oz.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №4

Задание №1 Найти матрицу С, если:   С=АВТ-3В,  А=
[image: image317.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                        
[image: image319.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                    А (2,1);   В (-3,2);   С (-1,-4).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image320.wmf]1
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Задание №5 Составить уравнение конуса, вершина которого находится в точке М(1,-2,7), а направляющая задана уравнениями х2 = 1 – у2 + z2,  z = у – х. 

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №5

Задание №1 Найти матрицу С, если:      С=2АТВ-ВАТ,  А=
[image: image322.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image324.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                            А (1,3);   В (-2,2);   С (-3,-5).

Задание №4  Определить фокусы, эксцентриситет, полуоси эллипса: 
[image: image325.wmf]1

25

2

36

2

=

+

y

x

.

Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением кривой  z = x2,  y = 0 вокруг оси Oz.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.


[image: image326.wmf]3

2

3

1

2

1

2

3

2

2

2

1

2

2

6

5

х

х

х

х

х

х

х

х

х

-

+

-

+

+

.

ВАРИАНТ №6

Задание №1 Найти матрицу С, если:      С=(В+АВ)Т ,  А=
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image329.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                                     А (3,1);   В (-3,1);   С (2,-3).

Задание №4 Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е:  а = 48; е = 
[image: image330.wmf]12

13
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Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением кривой z = x2 ,  y = 0 вокруг оси Ox.

Задание № 6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №7

Задание №1 Найти матрицу С, если:     С=(А-ВА)Т,  А=
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image334.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                            А (2,2);   В (-1,3);   С (0,-5).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е: а = 36; е = 
[image: image335.wmf]18
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.

Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением прямой z = у , х = 0 вокруг оси Oу.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №8

Задание №1 Найти матрицу С, если:     С=(АВ+ВА)Т ,  А=
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                       
[image: image339.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                              А (3,2);   В (-2,1);   С (-5,-5).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е: а = 32; е = 
[image: image340.wmf]16
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.

Задание №5 Составить уравнение поверхности, образованной вращением вокруг оси Oz кривой z = 
[image: image341.wmf]0
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Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №9

Задание №1 Найти матрицу С, если:  С=2А(А-В)Т ,  А=
[image: image343.wmf]÷
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Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 
· методом Гаусса,

· по формулам Крамера,                                 
[image: image345.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                           А (2,3);   В (-1,2);   С (-4,-4).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е: а = 42; е = 
[image: image346.wmf]21
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.

Задание №5  Составить уравнение поверхности, образованной вращением вокруг оси Oz кривой 
[image: image347.wmf]0
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Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ВАРИАНТ №10

Задание №1 Найти матрицу С, если:   С=АТ (В+А),  А=
[image: image349.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

1

3

2

,    В= 
[image: image350.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

1

0

4

1

.                                                                            

Задание №2  Решить систему линейных уравнений тремя методами: 

· методом Гаусса,

· по формулам Крамера ,                                 
[image: image351.wmf]ï
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· методом обратной матрицы. 

Задание №3  На плоскости даны три точки А, В, С. Найти методами векторной алгебры:

· площадь треугольника АВС,

· точку М, симметричную точке А относительно стороны ВС, 

· уравнение медианы ВК.

                                                           А (3,3);   В (-1,1);   С (0,-7).

Задание №4  Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная полуось равна  а, эксцентриситет равен е:   
[image: image352.wmf]1
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Задание №5  Исследовать форму кривой Г, заданной уравнениями 
[image: image353.wmf]î
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. Определить вид ее проекции на плоскость Оху.

Задание №6  Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное линейное преобразование, приводящее к этому виду для квадратичной формы.
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №2
ВАРИАНТ №1

Задание №1 Вычислить пределы: 
а)  
[image: image355.wmf]3
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Задание №2 Найти  производные функций:   а)
[image: image358.wmf]3
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Задание №3 Исследовать функцию и построить график:  у = 
[image: image360.wmf]2
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = 2x3 + 6xy2 – 30x – 24y.
ВАРИАНТ №2
Задание №1  Вычислить пределы: а)  
[image: image361.wmf]5
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Задание №2 Найти  производные функций: а) 
[image: image364.wmf]x
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Задание№3 Исследовать функцию и построить график: 
[image: image366.wmf]3
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = x3  – y3.
ВАРИАНТ №3

Задание №1  Вычислить пределы: а) 
[image: image367.wmf]x

x

x

x

x

3

9

lim

2

2

0

-

-

®

;  б) 
[image: image368.wmf]1

1

lim

3

2

-

-

+

¥

®

x

x

x

x

; 

                                                            в) 
[image: image369.wmf].

3

lim

x

x

x

x

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

¥

®


Задание №2 Найти  производные функций: а)   
[image: image370.wmf]3
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Задание№3  Исследовать функцию и построить график: 
[image: image372.wmf].
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = 6x2у + 2у3 – 24х – 30у.
ВАРИАНТ №4

Задание №1  Вычислить пределы: а) 
[image: image373.wmf]3

2

2

3

0

4

3

3

lim

x

x

x

x

x

x

x

+

-

-

+

®

;   б)   
[image: image374.wmf]2

2

3

1

2

lim

x

x

x

x

-

+

¥

®

;

                                                             в) 
[image: image375.wmf].

4

3

1

lim

2

-

¥

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

x

x


Задание №2 Найти  производные функций: а)    
[image: image376.wmf]4
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Задание№3  Исследовать функцию и построить график: 
[image: image378.wmf].
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = x3 – 8у3 – 6ху + 1.
ВАРИАНТ №5

Задание №1 Вычислить пределы: а) 
[image: image379.wmf]3
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Задание №2 Найти  производные функций: а) 
[image: image382.wmf]2
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Задание№3  Исследовать и построить график: 
[image: image384.wmf].
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = x3 – ху2 + 3х2 + у2 – 1.
ВАРИАНТ №6

Задание №1  Вычислить пределы: а) 
[image: image385.wmf]2
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Задание №2 Найти  производные функций: а) 
[image: image388.wmf]x
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Задание№3  Исследовать функцию и построить график: 
[image: image390.wmf].
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = x2у – 
[image: image391.wmf]3
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у3 + 2х2 + 3у2 – 1.
ВАРИАНТ №7

Задание №1  Вычислить пределы: а) 
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Задание №2 Найти  производные функций:  а) 
[image: image395.wmf]4

5

15

3

-

-

+

-

=

x

x

y

;  б)  
[image: image396.wmf]3
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Задание №3  Исследовать функцию и построить график: 
[image: image397.wmf].
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = x3 + 6ху + 3у2 – 18х – 18у.
ВАРИАНТ №8

Задание №1 Вычислить пределы: а)  
[image: image398.wmf]8
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Задание №2 Найти  производные функций: а)
[image: image401.wmf]x
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Задание№3 Исследовать функцию и построить график: 
[image: image403.wmf].
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = x2у – у3 – х2 – 3у2 +3.
ВАРИАНТ №9

Задание №1  Вычислить пределы: а) 
[image: image404.wmf]20
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Задание №2 Найти  производные функций: а)  
[image: image407.wmf]2
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Задание№3  Исследовать функцию и построить график: 
[image: image409.wmf].
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = 3x2 – 6ху –  у3 – 12х + 12у.
ВАРИАНТ №10

Задание №1  Вычислить пределы: а) 
[image: image410.wmf]1
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Задание №2 Найти  производные функций: а) 
[image: image413.wmf]3
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Задание№3  Исследовать функцию и построить график: 
[image: image415.wmf]2
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Задание №4 Найти экстремумы функций двух переменных 

z = 2x3 – ху2 + 5х2 + у2.
ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №3
ВАРИАНТ №1

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 


[image: image416.wmf]ò

+

d

х

х

х

2

2

.

1




[image: image417.wmf]ò
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Задание № 2. Найти определенные интегралы: 
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image422.wmf].
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 


[image: image424.wmf].
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ВАРИАНТ №2
Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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[image: image427.wmf]ò

xd

х

x

2

sin

.

3

2


Задание № 2. Найти определенные интегралы: 
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[image: image429.wmf]d
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image431.wmf].
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 
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ВАРИАНТ №3

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание № 2. Найти определенные интегралы: 
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image440.wmf].
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 
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ВАРИАНТ №4

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание № 2. Найти определенные интегралы: 
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image449.wmf].
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 


[image: image451.wmf].

14

7

'

8

'

'

=

+

-

y

y

y


ВАРИАНТ №5

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание № 2. Найти определенные интегралы: 
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image458.wmf].
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 
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ВАРИАНТ №6

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание № 2. Найти определенные интегралы: 


[image: image464.wmf]ò

-

+

0

3

/

2

3

)

6

4

(

.

1

dx

x



[image: image465.wmf]d

х

x

x

ò

+

1

0

2

1

2

.

2



[image: image466.wmf]d

х

x

ò

1

0

arcsin

.

3


Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image467.wmf].
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 
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ВАРИАНТ №7

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание № 2 Найти определенные интегралы: 
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 


[image: image478.wmf].
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ВАРИАНТ №8

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание № 2. Найти определенные интегралы: 


[image: image482.wmf]dx

x

ò

+

1

0

)

2

ln(

.

1



[image: image483.wmf]d

х

x

x

ò

2

/

0

cos

.

2

p



[image: image484.wmf]d

х

x

x

ò

2

/

4

/

2

sin

cos

.

3

p

p


Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image485.wmf].
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 


[image: image486.wmf]x

x

y

y

2

sin

cos

'

=

+


Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 
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ВАРИАНТ №9

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание №2. Найти определенные интегралы: 
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 
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ВАРИАНТ №10

Задание № 1. Найти неопределенные интегралы: 
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Задание № 2. Найти определенные интегралы: 
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Задание № 3. Выполнить чертеж и решить задачу: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
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Задание № 4. Решить дифференциальное уравнение первого порядка: 
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Задание № 5. Решить линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами: 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №4

ЗАДАНИЕ №1. Вероятность события. Теоремы сложения и умножения событий.

1 Вариант. В лотерее 10 билетов, из которых 4 выигрышных. Какова вероятность выиграть хотя бы один раз, купив 3 билета? 


2 Вариант. У шести животных имеется заболевание, причем вероятность выздоровления равна 0,98. Какова  вероятность  того,  что:

  а) выздоровят все шестеро  животных,

  б) выздоровят четверо?


3 Вариант. В магазине работают 2 мужчин и 7 женщин. Трое из них должны пойти в отпуск летом. Кто именно – определяется жребием. Найти вероятность того, что летом в отпуск пойдет хотя бы один мужчина.

4 Вариант. Среди 10 документов, поступивших в офис, два оформлены с ошибками. Для проверки наудачу взяли 4 документа. Какова вероятность того, что среди них окажется:

   а) хотя бы один неверно оформленный документ,

   б) только один неверно оформленный документ.

5 Вариант. Рабочий обслуживает 3 станка, каждый из которых работает независимо друг от друга. Вероятность того, что станки потребуют ремонта равна соответственно: 0,4; 0,3; 0,2. Найти вероятность того, что придется ремонтировать все станки.

6 Вариант. Среди 15 счетов 3 счета оформлены неверно. Ревизор наудачу берет 5 счетов.  Найти вероятность того, что среди взятых счетов:

    а) два оформлены неверно,

    б) все оформлены верно.

7 Вариант. В пачке 10 тетрадей, среди них 4 тетради в клетку, а остальные в линейку. Найти вероятность того, что среди наудачу взятых трех тетрадей хотя бы одна будет в клетку.

8 Вариант. Из 20 методичек по математике 3 по теории вероятностей. Студент наудачу взял две методички.

   Найти вероятность того, что среди взятых:

    а) нет методичек по теории вероятностей,

    б) есть одна методичка  по теории вероятностей.

9 Вариант. Из трех бухгалтеров, восьми менеджеров и шести научных работников необходимо сформировать комитет из 10 человек. Найти вероятность того, что в комитете окажутся: один бухгалтер, пять менеджеров и четыре научных работника.

10 Вариант. В урне лежат 5 красных, 7 синих и 11 белых шаров. Какова вероятность, что вынутый шар окажется не белым?

ЗАДАНИЕ № 2. Теорема полной вероятности события.
1 Вариант. Первый рабочий изготовил 40 деталей. Из которых 40 деталей, из которых 4 бракованных. Второй рабочий изготовил 30 таких же деталей, из которых 2 бракованных. Все изготовленные детали положены в одну тару и доставлены в ОТК. Найти вероятность того, что деталь, взятая на удачу     контролером ОТК, соответствует ГОСТу.

2 Вариант. Сборщик получил  3  ящика  деталей:  в  первом  ящике  40  деталей,  из  них  20  окрашенных;  во      втором– 50,  из  них  10  окрашенных;  в  третьем – 30  деталей,  из  них  15  окрашенных.  Найти вероятность того,  что наудачу  извлеченная  деталь  из  наудачу  взятого  ящика  окажется  окрашенной.

3 Вариант. На трех  пресс-формах  изготавливают  детали,  причем  на  первой  вырабатывается  50%  всех  деталей;  на  второй  30%  и  на  третьей – 20%.  При  этом  вероятность  появления  брака  с  первой  пресс-формы  составляет  0,05;  со  второй – 0,08;  с  третьей – 0,1.  Найти вероятность  того,  что  наудачу  взятая  деталь,  из  числа  изготовленных,  соответствует  стандарту.

4 Вариант. Радиолампа  поступает с  одного  из  двух  заводов  с       вероятностью  0,4  и  0,6  соответственно.  Вероятность     бесперебойной    работы  лампы  составляет:  для  лампы  первого  завода – 0,1;  второго  завода – 0,2. Найти  вероятность  того,  что  лампа  работает  бесперебойно.

   5 Вариант. Фирма  имеет  три  источника  поставки  комплектующих – фирмы  А, В, С.  На  долю  фирмы  А  приходится  50%  общего  объема  поставок,  В – 30%  и  С – 20%.  Известно,  что  10%  поставляемых  фирмой  А  деталей  бракованные,  фирмой  В – 5%  и  фирмой  С – 6%.  Какова   вероятность,  что  взятая  наугад  деталь  будет  бракованной?

6 Вариант. Две литейные машины изготавливают по 250 однотипных отливок в смену, которые хранятся в    одном месте. Для первой машины брак составляет 3%, а для второй – 2%. Найти вероятность того, что на удачу взятая отливка будет годной.

7 Вариант. На сборку поступают детали из трёх заготовительных цехов. Известно, что первый цех даёт 3% брака, второй -2%, третий-1%. Найти вероятность попадания на сборку бракованной детали, если каждый цех поставляет, соответственно, 500, 200 и 300 деталей.

8 Вариант. На складе хранятся 800 изделий завода №1 и 1200 изделий завода №2. Среди изделий завода №1 в среднем 95% высшего качества, а среди изделий завода №2 – 80%. Чему равна вероятность того, что первое принесённое со склада окажется низкого качества.

9 Вариант. Трое рабочих за смену изготовили 60 деталей. Производительность рабочих относится как 1:2:3. Первый рабочий изготавливает в среднем 95% годных деталей, второй 85% и третий - 90%. Найти вероятность того, что наудачу взятая из числа изготовленных за смену деталь низкого качества.

 10 Вариант. Среди 100 деталей, изготовленных цехом №1, 85 деталей проходит закалку. Из числа 120 таких же деталей, изготовленных цехом №2, закалку проходят 95 деталей. Все эти детали поступают на сборку. Чему равна вероятность того, что наудачу взятая сборщиком деталь, прошла предварительную закалку? 

ЗАДАНИЕ №3. Повторные независимые испытания. Формула Бернулли. Формула Пуассона. Формула Муавра-Лапласа.                               

1 Вариант. Вероятность малому предприятию быть банкротом равна 0,2. Найти вероятность того, что из    восьми малых предприятий сохранятся:

а) два,

б) более двух.  

2 Вариант. На факультете насчитывается 1825 студентов. Найти вероятность того, что 1 сентября    является  днем рождения четырех студентов.

3 Вариант. В среднем 20% пакетов акций продаются на аукционе по первоначально заявленной цене. Найти вероятность того, что из 9 пакетов акций по первоначальной цене будет продано:

а) менее 2 пакетов,

б) хотя бы один пакет.

4 Вариант. В поселке из каждых 100 семей 80 имеют холодильники. Найти вероятность того, что из 400, 300 имеют холодильники.

5 Вариант. Завод отправил на базу 10000 стандартных изделий. Среднее число поврежденных при транспортировке изделий составляет  0,02%. Найти вероятность того, что из 10000 изделий будет повреждено:

а) 3,

б) менее трех.

6 Вариант. Предполагается, что 10%новых малых предприятий прекращают деятельность в течение года. Найти вероятность того, что из 6 предприятий 2прекратят деятельность.  

7 Вариант. В среднем по 15% договоров страховая компания выплачивает страховую сумму. Найти вероятность того, что из 10 договоров с наступлением страхового случая страховая сумма будет выплачена по:

    а) трем договорам,

    б) менее двум договорам.

8 Вариант. Контрольную работу по математике успешно выполняют 70 % студентов. Найти вероятность того, что из 400 студентов работу выполнят 180.

9 Вариант. Учебник издан тиражом 10000 экземпляров. Вероятность того, что в учебнике есть опечатки равна 0,0001. Найти вероятность того, что тираж содержит:

     а) 5 бракованных книг,

     б) менее двух бракованных книг.

10 Вариант. При проверке установлено, что пятая часть банков имеет уставной фонд свыше 100 млн.руб. Найти вероятность того, что среди 1800 банков такой уставной фонд имеют:

       а) не менее 300,

       б) от 300 до 400.  

ЗАДАНИЕ №4.  Закон распределения вероятностей случайных дискретных величин. Числовые характеристики дискретных случайных величин. Функция распределения вероятностей случайной величины.

1 Вариант. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,8. Записать  закон    распределение  Х – числа  попаданий в цель при 4 выстрелах.  Составить функцию  распределения  случайной  величины  F(x). Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 
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2 Вариант. По  заданному  закону  распределения  дискретной  случайной  величины  Х: 

     Составить функцию распределения  F(x)  и  изобразить  ее  график. Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

3 Вариант. Вероятность того, что в библиотеке необходимая студенту книга свободна, равна 0,3. Записать закон    распределение Х – количества библиотек, которые посетит студент, если в городе 4 библиотеки.  Составить функцию распределения случайной величины F(x). Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

4 Вариант. По заданному закону распределения дискретной  случайной  величины  Х: 
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Составить функцию распределения F(x) и изобразить ее график. Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

5 Вариант.  Студенту задается 3 вопроса.  Вероятность ответа на каждый из них составляет 0,9.  Записать закон    распределение Х – числа ответов студента.  Составить функцию распределения случайной величины F(x). Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

6 Вариант.  По заданному закону распределения дискретной случайной величины Х: 
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Составить функцию распределения F(x) и изобразить ее график. Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

7 Вариант.  Клиенты банка не возвращают кредиты с вероятностью 0,1. Составить закон распределения числа Х возвращенных кредитов из 4 выданных.  Составить функцию распределения случайной величины F(x). Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

8 Вариант.  По заданному закону распределения дискретной случайной величины  Х:
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Составить функцию распределения F(x) и изобразить ее график. Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

9 Вариант.  Из урны, содержащей 3 белых и 4 черных шара, вынимают на удачу 3 шара.  Найти закон распределения Х – числа вынутых черных шаров.  Составить функцию распределения случайной величины F(x). Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 
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10 Вариант.  По заданному закону распределения дискретной случайной величины Х:

Составить функцию распределения F(x) и изобразить ее  график.    Вычислить М(Х), Д(Х), (х. 

ЗАДАНИЕ №5 Статистическое распределение. Геометрическое изображение. Выборочные характеристики статистического распределения.
По данному статистическому распределению выборки вычислить:

             а) выборочную среднюю,

             б) выборочную дисперсию,

          с) выборочное среднее квадратическое отклонение.

  Построить полигон частот или гистограмму.

    1 Вариант. 
	xi
	110
	115
	120
	125
	130
	135
	140

	ni
	3
	7
	11
	40
	19
	12
	8


       2 Вариант   

	xi
	120
	130
	140
	150
	160
	170
	180

	ni
	6
	9
	29
	26
	14
	11
	5


     3 Вариант
	xi
	10,3
	11,0
	11,7
	12,4
	13,1
	13,8
	14,5

	ni
	7
	10
	60
	13
	5
	3
	2


     4 Вариант
	xi
	11,5
	12,0
	12,5
	13,0
	13,5
	14,0
	14,5

	ni
	5
	13
	40
	26
	7
	5
	4


     5 Вариант    

	xi
	42
	50
	58
	66
	74
	82
	90

	ni
	4
	17
	55
	12
	7
	3
	2


    6 Вариант       

	xi
	200-210
	210-220
	220-230
	230-240
	240-250
	250-260

	ni
	2
	4
	7
	8
	6
	3


     7 Вариант
	xi
	190-200
	200-210
	210-220
	220-230
	230-240
	240-250

	ni
	5
	2
	4
	8
	6
	5


      8 Вариант
	xi
	6-8
	8-10
	10-12
	12-14
	14-16
	16-18

	ni
	6
	12
	17
	10
	4
	1


       9 Вариант
	xi
	0-3
	3-6
	6-9
	9-12
	12-15
	15-18

	ni
	1
	1
	5
	9
	14
	20


       10 Вариант
	xi
	0-5
	5-10
	10-15
	15-20
	20-25
	25-30

	ni
	3
	8
	16
	20
	20
	3


ЗАДАНИЕ №6 Нормальное распределение. Доверительные интервалы.

Найти доверительные интервалы для оценки математического ожидания М (X)  нормального распределения с надежностью (, зная выборочную среднюю
[image: image506.wmf]B

X

, объем выборки n и среднее квадратическое отклонение ((X).

1 Вариант. 
[image: image507.wmf]B

X

=12,0;  ((X)=1,5;  n=50;  (=0,95.

2 Вариант. 
[image: image508.wmf]B

X

=20,1;  ((X)=6;  n=64;  (=0,99.

3 Вариант. 
[image: image509.wmf]B

X

=12,0;  ((X)=1,5;  n=50;  (=0,995.

4 Вариант. 
[image: image510.wmf]B

X

=70,6;  ((X)=8;  n=121;  (=0,95.

5 Вариант. 
[image: image511.wmf]B

X

=50,2;  ((X)=4;  n=49;  (=0,95.

6 Вариант. 
[image: image512.wmf]B

X

=65,5;  ((X)=7;  n=100;  (=0,95.

7 Вариант. 
[image: image513.wmf]B

X

=60,4;  ((X)=6;  n=81;  (=0,95.

8 Вариант. 
[image: image514.wmf]B

X

=91,0;  ((X)=12;  n=225;  (=0,95.

9 Вариант. 
[image: image515.wmf]B

X

=80,8;  ((X)=10;  n=150;  (=0,95.

10 Вариант. 
[image: image516.wmf]B

X

=7507;  ((X)=9;  n=144;  (=0,95.

ЗАДАНИЕ №7. Корреляционная зависимость.

Дана корреляционная таблица. Используя метод наименьших квадратов, найти:

   а) выборочный коэффициент корреляции,

   б) выборочное уравнение прямой линии регрессии Y на X, построить график.

1 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	

	25
	3
	4
	-
	-
	-
	-
	7

	35
	-
	6
	3
	-
	-
	-
	9

	45
	-
	-
	6
	35
	2
	-
	43

	55
	-
	-
	12
	8
	6
	-
	26

	65
	-
	-
	-
	4
	7
	4
	15

	nx
	3
	10
	21
	47
	15
	4
	n =100


2 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	2
	7
	12
	17
	22
	27
	

	110
	1
	5
	-
	-
	-
	-
	6

	120
	-
	5
	3
	-
	-
	-
	8

	130
	-
	-
	3
	40
	12
	-
	55

	140
	-
	-
	2
	10
	5
	-
	17

	150
	-
	-
	-
	3
	4
	7
	14

	nx
	1
	10
	8
	53
	21
	7
	n =100


      3 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	

	10
	3
	5
	-
	-
	-
	-
	8

	20
	-
	4
	4
	-
	-
	-
	8

	30
	-
	-
	7
	35
	8
	-
	50

	40
	-
	-
	2
	10
	8
	-
	20

	50
	-
	-
	-
	5
	6
	3
	14

	nx
	3
	9
	13
	50
	22
	3
	n =100


4 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	

	20
	5
	1
	-
	-
	-
	-
	6

	30
	-
	6
	2
	-
	-
	-
	8

	40
	-
	-
	5
	40
	5
	-
	50

	50
	-
	-
	2
	8
	7
	-
	17

	60
	-
	-
	-
	4
	7
	8
	19

	nx
	5
	7
	9
	52
	19
	8
	n =100


 5 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	4
	9
	14
	19
	24
	29
	

	30
	3
	3
	-
	-
	-
	-
	6

	40
	-
	5
	4
	-
	-
	-
	9

	50
	-
	-
	2
	40
	8
	-
	50

	60
	-
	-
	5
	10
	6
	-
	21

	70
	-
	-
	-
	4
	7
	3
	14

	nx
	3
	8
	11
	54
	21
	3
	n =100


      6 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	

	45
	2
	4
	-
	-
	-
	-
	6

	55
	-
	3
	5
	-
	-
	-
	8

	65
	-
	-
	5
	35
	5
	-
	45

	75
	-
	-
	2
	8
	17
	-
	27

	85
	-
	-
	-
	4
	7
	3
	14

	nx
	2
	7
	12
	47
	29
	3
	n =100


      7 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	

	40
	2
	4
	-
	-
	-
	-
	6

	50
	-
	3
	7
	-
	-
	-
	10

	60
	-
	-
	5
	30
	10
	-
	45

	70
	-
	-
	7
	10
	8
	-
	25

	80
	-
	-
	-
	5
	6
	3
	14

	nx
	2
	7
	19
	45
	24
	3
	n =100


      8 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	

	15
	4
	1
	-
	-
	-
	-
	5

	25
	-
	6
	4
	-
	-
	-
	10

	35
	-
	-
	2
	50
	2
	-
	54

	45
	-
	-
	1
	9
	7
	-
	17

	55
	-
	-
	-
	4
	3
	7
	14

	nx
	4
	7
	7
	63
	12
	7
	n =100


      9 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	

	30
	2
	6
	-
	-
	-
	-
	8

	40
	-
	5
	3
	-
	-
	-
	8

	50
	-
	-
	7
	40
	2
	-
	49

	60
	-
	-
	4
	9
	6
	-
	19

	70
	-
	-
	-
	4
	7
	5
	16

	nx
	2
	11
	14
	53
	15
	5
	n =100


     10 Вариант
	Y
	X
	ny

	
	12
	17
	22
	27
	32
	37
	

	25
	2
	4
	-
	-
	-
	-
	6

	35
	-
	6
	3
	-
	-
	-
	9

	45
	-
	-
	6
	35
	4
	-
	45

	55
	-
	-
	2
	8
	6
	-
	16

	65
	-
	-
	-
	14
	7
	3
	24

	nx
	2
	10
	11
	57
	17
	3
	n =100
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Приложение 1

Таблица производных и интегралов
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� Описываются задачи по видам деятельности, которые указываются в ФГОС по данному направлению (специальности) в соответствии с разделом IV «Характеристика профессиональной деятельности бакалавра (магистра / специалиста) ».


� Каждый преподаватель прописывает этот раздел самостоятельно
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