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ВВЕДЕНИЕ

Изучение дисциплины «Прикладная математика» имеет целью дать обучающимся основы теоретических и методологических знаний и практических навыков:
· применения методов математики при выполнении типовых расчетов;
· создавать теоретические и практические модели для оценки эффективности принятого решения;
· демонстрировать последовательность мышления;
· разбивать информацию на составные части;
· применять инструментальные средства обработки информации для решения задач;
Процесс изучения дисциплины направлен на формирование следующих компетенций, представленных в таблице.

Таблица 1− Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине

	Код компетенции
	Наименование компетенции
	Вид деятельности и проф. задачи
	Планируемые результаты
	Уровень освоения компетенции

	ОПК-3 
	способностью применять систему фундаментальных знаний (математических, естественнонаучных, инженерных и экономических) для идентификации, формулирования и решения технических и технологических проблем в области технологии, организации, планирования и управления технической и коммерческой эксплуатацией транспортных систем
	
	знать:
· основы математических знаний, необходимые для решения задач;
· некоторые типовые методики расчета показателей;
· основные классификации используемых моделей, общие положения разработки математических моделей
уметь:
- применять методы математики при выполнении типовых расчетов;
	Пороговый


	
	
	
	знать:
· основы математических знаний, необходимые для решения типовых задач;
· основные классификации используемых моделей, общие положения разработки математических моделей
· основные методики расчета показателей
уметь:
· применять методы математики при выполнении типовых расчетов;
· демонстрировать последовательность мышления
· разбивать информацию на составные части
	Базовый


	
	
	
	знать:
· основы математических знаний, необходимые для решения типовых задач;
· основные классификации используемых моделей, общие положения разработки математических моделей
· основные методики расчета показателей
· основные методы и инструменты математического описания процессов и явлений, теоретические принципы построения сложных реальных комплексов моделей
· основные инструментальные средства для обработки информации
уметь:
· создавать теоретические и практические модели для оценки эффективности принятого решения
· демонстрировать последовательность мышления;
разбивать информацию на составные части
- применять инструментальные средства обработки информации для решения задач;
Владеть:
- математическим и статистическим аппаратом;
- терминологией и ее прикладной интерпретацией
	Продвинутый

	
ПК-19
	способностью к проектированию логистических систем доставки грузов и пассажиров, выбора логистического посредника, перевозчика и экспедитора на основе многокритериального подхода

	Расчетно-проектная деятельность:
- реализация в составе коллектива исполнителей поставленных целей проекта решения транспортных задач, критериев и показателей достижения целей, построении структуры их взаимосвязей, выявлении приоритетов решения задач с учетом показателей экономической и экологической безопасности;

- использование современных информационных технологий при разработке новых и совершенствовании сложившихся транспортно-технологических схем;
	Знать:
- основные классификации, используемых моделей, общие положения разработки математических моделей;
- некоторые методики расчета показателей;
 - имеет общее представление о видах и методиках сбора исходных данных, необходимых для построения математических моделей;
- общие сведения об инструментальных средствах, используемых для обработки данных;
Уметь:
- анализировать и содержательно интерпретировать математические модели;
- применять на практике отдельные типовые методики расчета показателей;
- применять на практике отдельные методы обработки данных;
- выбрать оптимизационную модель, используемую для планирования производственной деятельности с учетом имеющихся данных;
Владеть:
- начальными навыками автоматизации решения задач вычислительного характера для принятия оптимальных решений;
- начальными навыками расчета и анализа решений;
 - начальными навыками сбора и обработки информации;
- начальными навыками выбора и применения инструментальных средств для обработки данных
	Пороговый


	
	
	
	Знать:
- основные классификации, используемых моделей, общие положения разработки математических моделей;
- некоторые методики расчета показателей;
 - имеет общее представление о видах и методиках сбора исходных данных, необходимых для построения математических моделей;
- общие сведения об инструментальных средствах, используемых для обработки данных;
- основные методики расчета показателей, необходимых для принятия оптимальных решений;
- ориентируется в видах, методиках сбора, основных методах анализа данных, необходимых для построения оптимизационных моделей;
- основные инструментальные средства, используемые для обработки данных;
- основные положения обеспечения реализации математических моделей поиска оптимальных решений;
Уметь:
- применять методы принятия оптимальных решений с учетом показателей, характеризующих деятельность предприятия;
- применять на практике основные методы анализа и обработки данных, используемых при решении оптимизационных задач;
- осуществлять постановку задачи и выбор оптимизационной модели, используемой для планирования производственной деятельности с учетом имеющихся данных;
- строить стандартные математические модели;
Владеть:
- базовыми навыками расчета и анализа решений и выбора из них лучшего;
- основными навыками сбора и обработки данных, необходимых для принятия решений при планировании деятельности предприятия;
- основными навыками анализа результатов оптимизационных расчетов и обоснования принимаемых решений;
- базовыми навыками автоматизации решения задач вычислительного характера для принятия оптимальных решений в условиях ограниченной информации.
	Базовый


	
	
	
	Знать:
- основные классификации, используемых моделей, общие положения разработки математических моделей;
- основные методики расчета показателей, необходимых для принятия оптимальных решений;
- ориентируется в видах, методиках сбора, основных методах анализа данных, необходимых для построения оптимизационных моделей;
- основные инструментальные средства, используемые для обработки данных;
- основные положения обеспечения реализации математических моделей поиска оптимальных решений;
- имеет глубокие знания типовых методик расчета показателей, необходимых для принятия оптимальных решений;
- хорошо разбирается в видах, методиках сбора, основных методах анализа и обработки данных, необходимых для построения оптимизационных моделей;
- свободно ориентируется в инструментальных средствах, используемых для обработки данных;
- основные методы и инструменты математического описания производственных процессов и явлений, теоретические принципы построения реальных комплексов моделей;  
Уметь:
- применять и комбинировать методы принятия оптимальных решений с учетом показателей, характеризующих деятельность предприятий;
- применять и комбинировать различные методы обработки и анализа данных, используемых при решении оптимизационных задач;
- четко формулировать постановку задачи и делать выбор оптимизационной модели, используемой для планирования производственной деятельности с учетом имеющихся данных;
- создавать теоретические и практические модели для оценки эффективности принятого решения;
Владеть:
- методологией расчета и анализа решений и выбора из них наилучшего;
- комплексными методиками сбора и обработки данных, необходимых для принятия решений при планировании деятельности предприятия;
Методологией выбора инструментальных средств и анализа результатов оптимизационных расчетов и обоснования принимаемых решений;
- устойчивыми навыками автоматизации решения задач вычислительного характера для принятия оптимальных решений в условиях неопределенности, ограниченной информации.
	Продвинутый

	ПК-27
	способностью к анализу существующих и разработке моделей перспективных логистических процессов транспортных предприятий; к выполнению оптимизационных расчетов основных логистических процессов

	Экспериментально-исследовательская деятельность: 
создание, в составе коллектива исполнителей, моделей процессов функционирования транспортно-технологических систем и транспортных потоков на основе принципов логистики, позволяющих прогнозировать их свойства;


	Знать:
- основные классификации, используемых моделей, общие положения разработки математических моделей;
- некоторые методики расчета показателей;
 - имеет общее представление о видах и методиках сбора исходных данных, необходимых для построения математических моделей;
- общие сведения об инструментальных средствах, используемых для обработки данных;
Уметь:
- анализировать и содержательно интерпретировать математические модели;
- применять на практике отдельные типовые методики расчета показателей;
- применять на практике отдельные методы обработки данных;
- выбрать оптимизационную модель, используемую для планирования производственной деятельности с учетом имеющихся данных;
Владеть:
- начальными навыками автоматизации решения задач вычислительного характера для принятия оптимальных решений;
- начальными навыками расчета и анализа решений;
 - начальными навыками сбора и обработки информации;
- начальными навыками выбора и применения инструментальных средств для обработки данных
	Пороговый


	
	
	
	Знать:
- основные классификации, используемых моделей, общие положения разработки математических моделей;
- основные методики расчета показателей, необходимых для принятия оптимальных решений;
- ориентируется в видах, методиках сбора, основных методах анализа данных, необходимых для построения оптимизационных моделей;
- основные инструментальные средства, используемые для обработки данных;
- основные положения обеспечения реализации математических моделей поиска оптимальных решений;
Уметь:
- применять методы принятия оптимальных решений с учетом показателей, характеризующих деятельность предприятия;
- применять на практике основные методы анализа и обработки данных, используемых при решении оптимизационных задач;
- осуществлять постановку задачи и выбор оптимизационной модели, используемой для планирования производственной деятельности с учетом имеющихся данных;
- строить стандартные математические модели;
Владеть:
- базовыми навыками расчета и анализа решений и выбора из них лучшего;
- основными навыками сбора и обработки данных, необходимых для принятия решений при планировании деятельности предприятия;
- основными навыками анализа результатов оптимизационных расчетов и обоснования принимаемых решений;
- базовыми навыками автоматизации решения задач вычислительного характера для принятия оптимальных решений в условиях ограниченной информации.
	Базовый


	
	
	
	Знать:
- основные классификации, используемых моделей, общие положения разработки математических моделей;
- основные положения обеспечения реализации математических моделей поиска оптимальных решений;
- имеет глубокие знания типовых методик расчета показателей, необходимых для принятия оптимальных решений;
- хорошо разбирается в видах, методиках сбора, основных методах анализа и обработки данных, необходимых для построения оптимизационных моделей;
- свободно ориентируется в инструментальных средствах, используемых для обработки данных;
- основные методы и инструменты математического описания производственных процессов и явлений, теоретические принципы построения реальных комплексов моделей;  
Уметь:
- применять и комбинировать методы принятия оптимальных решений с учетом показателей, характеризующих деятельность предприятий;
- применять и комбинировать различные методы обработки и анализа данных, используемых при решении оптимизационных задач;
- четко формулировать постановку задачи и делать выбор оптимизационной модели, используемой для планирования производственной деятельности с учетом имеющихся данных;
- создавать теоретические и практические модели для оценки эффективности принятого решения;
Владеть:
- методологией расчета и анализа решений и выбора из них наилучшего;
- комплексными методиками сбора и обработки данных, необходимых для принятия решений при планировании деятельности предприятия;
Методологией выбора инструментальных средств и анализа результатов оптимизационных расчетов и обоснования принимаемых решений;
- устойчивыми навыками автоматизации решения задач вычислительного характера для принятия оптимальных решений в условиях неопределенности, ограниченной информации.
	Продвинутый




МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 

Краткий перечень основных понятий теории графов
Теория графов как теоретическая дисциплина может рассматриваться как раздел дискретной математики, исследующий свойства конечных множеств (бесконечные графы не будут вводиться в рассмотрение) с заданными отношениями между их элементами. Как прикладная дисциплина теория графов позволяет описывать и исследовать многие физические, технические, экономические, биологические, социальные и другие системы. Например, графом, изображенным на рис. 1, в котором точки − вершины графа − города, линии, соединяющие вершины − ребра − дороги, соединяющие города, описывается так называемая транспортная задача (задача нахождения кратчайшего пути из одного города- пункта в другой).



Рис. 1.


Формальное определение графа таково. Пусть задано конечное множество V, состоящее из n элементов, называемых вершинами графа, и подмножество X декартова произведения V×V, то есть , называемое множеством дуг, тогда ориентированным графом D называется совокупность (V,X). Неориентированным графом G называется совокупность множества V и множества ребер − неупорядоченных пар элементов, каждый из которых принадлежит множеству V.
Одинаковые пары - параллельные или кратные ребра;
Кратностью ребер называют количество одинаковых пар.



Рис.2.

Например, кратность ребра {v1, v2} в графе, изображенном на рис. 2, равна двум, кратность ребра {v3, v4} − трем.
Граф называется ориентированным, если пары (v,w) являются упорядоченными.
Ребра ориентированного графа называются дугами.
Итак, используемые далее обозначения:
V – множество вершин;
X – множество ребер или дуг;
v (или vi)– вершина или номер вершины;
G, G0 - неориентированный граф;
D, D0 – ориентированный;
{v,w} − ребра неориентированного графа;
{v,v} – обозначение петли;
(v,w) − дуги в ориентированном графе;
v,w - вершины, x,y,z – дуги и ребра;
n(G), n(D) количество вершин графа;
m(G) - количество ребер, m(D) - количество дуг.

Примеры 
1) Ориентированный граф D=(V, X), V={v1, v2, v3, v4}, 
X={x1=(v1,v2), x2=(v1,v2), x3=(v2,v2), x4=(v2,v3)}.



Рис. 3.

2) Неориентированный граф G=(V, X), V={v1, v2, v3, v4, v5}, 
X={x1={v1,v2}, x2={v2,v3}, x3={v2,v4}, x4={v3,v4}}.



Рис. 4.

Понятия смежности, инцидентности, степени
Если x={v,w} - ребро, то v и w − концы ребра x.
Если x=(v,w) - дуга ориентированного графа, то v − начало, w – конец дуги.
Вершина v и ребро x неориентированного графа (дуга x ориентированного графа) называются инцидентными, если v является концом ребра x (началом или концом дуги x ).
Вершины v, w называются смежными, если {v,w}X.
Вершина графа, имеющая степень 0 называется изолированной, а степень 1 – висячей.
Маршруты и пути
Последовательность v1x1v2x2v3...xkvk+1, (где k1, viV, i=1,...,k+1, xiX, j=1,...,k), в которой чередуются вершины и ребра (дуги) и для каждого j=1,...,k ребро (дуга) xj имеет вид {vj,vj+1} (для ориентированного графа (vj,vj+1)), называется маршрутом, соединяющим вершины v1 и vk+1 (путем из v1 в vk+1). 
Пример
В графе, изображенном на рис.4, v1x1v2x2v3x4v4x3v2 - маршрут, v2x2v3x4v4 – подмаршрут; маршрут можно восстановить и по такой записи x1x2x4x3 ;
Цепь − незамкнутый маршрут (путь), в котором все ребра (дуги) попарно различны.
Цикл − замкнутая цепь (в неориентированном графе).
Контур − замкнутый путь (в ориентированном графе).
Простой путь (цепь) − путь (цепь, цикл, контур), в котором ни одна дуга/ребро не встречается дважды.
Простой цикл (контур) − цикл (контур), в котором все вершины попарно различны.
Гамильтонова цепь (путь, цикл, контур) − простая цепь (путь, цикл, контур), проходящая через все вершины.
Эйлерова цепь (путь, цикл, контур) − цепь (путь, цикл, контур), содержащая все ребра (дуги) графа по одному разу.
Длина маршрута (пути) − число ребер в маршруте (дуг в пути).
Утверждение 1. Для того чтобы связный псевдограф G обладал Эйлеровым циклом, необходимо и достаточно, чтобы степени всех его вершин были четными.
Утверждение 2. Для того чтобы связный псевдограф G обладал Эйлеровой цепью, необходимо и достаточно, чтобы он имел ровно 2 вершины нечетной степени.
Матрицы смежности и инцидентности
Пусть D=(V,X) ориентированный граф, V={v1,...,vn}, X={x1,...,xm}.
Матрица смежности ориентированного графа D − квадратная матрица
A(D)=[aij] порядка n, где 

	
Матрица инцидентности − матрица B(D)=[bij] порядка nm, где

	
Матрицей смежности неориентированного графа G=(V,X) называется квадратная симметричная матрица A(G)=[aij] порядка n, где 

	.
Матрица инцидентности графа G называется матрица B(G)=[bij] порядка nm, где 

	

Расстояния в графе





Пусть - граф . Расстоянием между вершинами  называется минимальная длина пути между ними, при этом , , если не  пути.
Расстояние в графе удовлетворяют аксиомам метрики


1)   ,

2)    (не в ориентированном графе)

3)   

4)    в связном графе (не в ориентированном графе).
Нагруженные графы

Нагруженный граф − ориентированный граф D=(V,X), на множестве дуг которого определена не которая функция , которую называют весовой функцией.
Цифра над дугой (см. рис. 5)− вес дуги (цена дуги). 


Рис. 5.
Обозначения: для любого пути П нагруженного ориентированного графа D через l(П) сумму длин дуг, входящих в путь П. (Каждая дуга считается столько раз, сколько она входит в путь П).
Величина l называется длиной пути. 
Если выбрать веса равными 1, то придем к ненагруженному графу.
Путь в нагруженном ориентированном графе из вершины v в вершину w, где vw, называется минимальным, если он имеет наименьшую длину. 
Аналогично определяется минимальный маршрут в нагруженном графе.
Введем матрицу длин дуг C(D)=[cij] порядка n, причем

	
Свойства минимальных путей в нагруженном ориентированном графе


1) Если для  дуги  , то  минимальный путь (маршрут) является простой цепью;



2) если  минимальный путь (маршрут) то для  i,j :  путь (маршрут)  тоже является минимальным;


3) если  − минимальный путь (маршрут) среди путей (маршрутов) из v в w, содержащих не более k+1 дуг (ребер), то  − минимальный путь (маршрут) из v в u среди путей (маршрутов), содержащих не более k дуг (ребер).

Решение контрольных задач по теме «Прикладная математика».

Задание 1. Расстояния в ориентированном графе
С помощью алгоритма фронта волны найти расстояния в ориентированном графе D: диаметр, радиус и центры. 

Пусть  ориентированный граф с n2 вершинами и v,w (vw) – заданные вершины из V. 


Алгоритм поиска минимального пути из  в  в ориентированном графе
(алгоритм фронта волны).
1) 

Помечаем вершину  индексом 0, затем помечаем вершины  образу вершины  индексом 1. Обозначаем их FW1 (v). Полагаем k=1.
2) 



Если  или k=n-1, и одновременно то вершина  не достижима из . Работа алгоритма заканчивается.
В противном случае продолжаем:
3) 
Если , то переходим к шагу 4.


В противном случае мы нашли минимальный путь из  в  и его длина равна k. Последовательность вершин

	
есть этот минимальный путь. Работа завершается.
4) 
Помечаем индексом k+1 все непомеченные вершины, которые принадлежат образу множества вершин c индексом k. Множество вершин с индексом k+1 обозначаем . Присваиваем k:=k+1 и переходим к 2). 
Замечания
· 
Множество  называется фронтом волны kго уровня. 
· 



Вершины  могут быть выделены неоднозначно, что соответствует случаю, если  несколько минимальных путей из  в .


Чтобы найти расстояния в ориентированном графе, необходимо составить матрицу минимальных расстояний R(D)между его вершинами. Это квадратная матрица размерности , элементы главной диагонали которой равны нулю (, i=1,..,n).


Сначала составляем матрицу смежности. Затем переносим единицы из матрицы смежности в матрицу минимальных расстояний (, если ). Далее построчно заполняем матрицу следующим образом.







Рассматриваем первую строку, в которой есть единицы. Пусть это строка − i-тая и на пересечении с j-тым столбцом стоит единица (то есть ). Это значит, что из вершины  можно попасть в вершину  за один шаг. Рассматриваем j-тую сроку (строку стоит вводить в рассмотрение, если она содержит хотя бы одну единицу). Пусть элемент . Тогда из вершины  в вершину  можно попасть за два шага. Таким образом, можно записать . Следует заметить, что если в рассматриваемых строках две или более единиц, то следует прорабатывать все возможные варианты попадания из одной вершины в другую, записывая в матрицу длину наикратчайшего из них.
Примечание: В контрольной работе самый длинный путь найти при помощи алгоритма фронта волны.

Пример1
Найдем расстояния в ориентированном графе D, изображенном на рис. 7. В данной задаче количество вершин n=7, следовательно, матрицы смежности  и минимальных расстояний между вершинами ориентированного графа D будут иметь размерность 7×7.


Рис.7.
Матрица смежности: 

	.




Начинаем заполнять матрицу R(D) минимальных расстояний: сначала ставим нули по главной диагонали и rij=aij, если aij=1, (т.е. переносим единицы из матрицы смежности). Рассматриваем первую строку. Здесь есть две единицы, то есть из первой вершины за один шаг можно попасть во вторую и шестую. Из второй вершины можно попасть за один шаг в третью (путь в первую вершину нас не интересует), следовательно, можно записать . Из шестой вершины можем добраться за один шаг в пятую и седьмую, а значит, , . Теперь ищем маршруты, исходящие из первой вершины, состоящие из 3 шагов: за 2 шага идем в третью вершину, оттуда за один шаг попадаем в четвертую, поэтому . В итоге получаем следующую матрицу:

	

Таким образом, диаметром исследуемого ориентированного графа будет .

Для каждой вершины заданного ориентированного графа найдем максимальное удаление (эксцентриситет) в графе G от вершины нее по формуле, которая была приведена выше : r(vi) − максимальное из расстояний, стоящих в i-той строке. Таким образом, 
r(v1)=3, r(v2)=3, r(v3)=5, r(v4)=4, r(v5)=2, r(v6)=2, r(v7)=3.

Значит, радиусом графа G будет 

Соответственно, центрами графа G будут вершины v5 и v6 , так как величины их эксцентриситетов совпадают с величиной радиуса.


Опишем теперь нахождение минимального пути из вершины v3 в вершину v6 по алгоритму фронта волны. Обозначим вершину v3 как V0, а вершину v6  как W (см. рис. 8). Множество вершин, принадлежащих образу V0, состоит из одного элемента  это вершина v4, которую, согласно алгоритму, обозначаем как V1: FW1(v3)={v4}. Поскольку искомая вершина не принадлежит фронту волны первого уровня , продолжаем работу алгоритма. Строим фронт волны второго уровня  это множество вершин, принадлежащих образу вершины V1: FW2(v3)={v7}, обозначаем v7≡V2. В образ вершины V2 входят две вершины  v5 и v4, но, так как v4 уже была помечена как V0, то фронт волны третьего уровня состоит из одного элемента: FW3(v3)={v5}, v5≡V3. Из непомеченных вершин в образ вершины V3 входят v1 и v2, соответственно, FW4(v3)={v1, v2}, v1≡V4, v2≡V4. Теперь помечены все вершины, кроме v6, которая входит в образ вершины , то есть FW5(v3)={v6≡W}, работа алгоритма закончена. Минимальный путь (5 шагов) из вершины v3 в вершину v6 выглядит так: v3 v4 v7 v5 v1 v6.



Рис.8.

Задание 2. Минимальный путь в нагруженном ориентированном графе


Найти минимальный путь в нагруженном ориентированном графе из вершины  в вершину  по методу Форда-Беллмана.
Рассмотрим сначала общую задачу – нахождения минимального пути из вершины vнач в vкон.

Пусть D=(V,X) – нагруженный ориентированный граф, V={v1,…,vn}, n>1. Введем величины , где i=1,…,n, k=0,1,2,…,n–1.


Для каждого фиксированного i и k величина  равна длине минимального пути среди путей из vнач в vi содержащих не более k дуг. Если путей нет, то . 

Положим также . 
Составляем матрицу длин дуг C(D)=[cij] порядка n:

	
Утверждение. При i=2,…,n, k0 выполняется равенство

	.	(3.1)

Алгоритм Форда-Беллмана нахождения минимального пути в нагруженном ориентированном графе D из vнач в vкон.( vнач ≠ vкон).

( записываем в виде матрицы, i- строка, k-столбец).
1) 

Составляем таблицу , i=1,…,n, k=0,…,n-1. Если , то пути из vнач в vкон нет. Конец алгоритма.
2) 


Если  то это число выражает длину любого минимального пути из vнач в vкон. Найдем минимальное k11, при котором . По определению  получим, что k1- минимальное число дуг в пути среди всех минимальных путей из vнач в vкон.
3) 
Затем определяем номера i2,…,  такие, что 

,

,




,
то есть восстанавливаем по составленной таблице и матрице стоимости искомый минимальный путь из vнач в vкон.
Пример2
Найдем минимальный путь из вершины v2 в v6 в ориентированном нагруженном графе D, изображенном на рис. 9. В рассматриваемом графе количество вершин n=7, следовательно, матрица длин дуг ориентированного графа D будет иметь размерность 7×7.



Рис. 9.
Матрица длин дуг для рассматриваемого графа будет выглядеть следующим образом:

	.







Согласно алгоритму, составляем таблицу стоимости минимальных путей из вершины v2 в вершину vi не более, чем за k шагов, k=0,…n-1 (n=7, следовательно, k=0,…6). Как было определено выше, , и  для всех остальных вершин vi ≠ v2, то есть первый столбец таблицы состоит из элементов, равных , кроме элемента . Второй столбец таблицы повторяет вторую строку матрицы стоимости, поскольку представляет собой стоимость возможных путей из вершины v2 за один шаг. Далее по формуле (3.1) находим по столбцам все оставшиеся элементы таблицы. Например, чтобы найти элемент , складываем элементы столбца  и первого столбца матрицы стоимости и выбираем минимальное из получившихся чисел: .
В конечном итоге получаем следующую таблицу:
	[image: ]
Теперь необходимо по построенной таблице и по матрице C(D) восстановить минимальный путь из вершины v2 в v6, который будет строиться с конца, то есть, начиная с вершины v6. Для этого выбираем минимальное из чисел, стоящих в строке, соответствующей v6 в таблице. Это число – 21 – длина минимального искомого пути. В первый раз такая длина была получена при количестве шагов, равном 4. В вершину v6 мы можем попасть за один шаг из вершин v1 и v7 (длина соответствующих дуг 8 и 5 соответственно – данные из матрицы C(D)). Выбираем минимальную по длине из этих дуг. Далее, в вершину v7 можно попасть из v4 и v5(длина соответствующих дуг 7 и 3 соответственно). Продолжая аналогичным образом, найдем искомый путь за 4 шага минимальной длины из вершины v2 в v6: v2 v3 v5 v7 v6.

Задание 3. Задача о коммивояжёре 
Постановка задачи.
Коммивояжёр (бродячий торговец) должен выйти из первого города, посетить по разу в неизвестном порядке города 2,3..n и вернуться в первый город. Стоимости проезда между городами известны. В каком порядке следует объезжать города, чтобы замкнутый путь (тур) коммивояжера был наименее затратным?

Сформулируем задачу в терминах теории графов, введя следующие обозначения: пусть D=[V, X] – полный ориентированный граф и f: X - весовая функция, V={v1, v2,…, vn} – множество вершин, X – множество дуг, C={cij}, i,j=1,2…n – весовая матрица данного ориентированного графа, то есть сij=f(vi,vj), причем для любого i справедливо cii=. Требуется найти простой остовной ориентированный цикл (или «цикл коммивояжёра») минимального веса. 
Следует заметить, что требование полноты ориентированного графа (наличие дороги из любого города в любой) можно опустить. Однако в этом случае гамильтонов цикл может и не существовать (по теореме, для его существования достаточна полнота орграфа). Следовательно, описываемый метод ветвей и границ приведёт к полному перебору всех вариантов незаконченных циклов прежде, чем станет очевиден факт отсутствия решения.
Очевидно, cij следует трактовать как стоимость проезда из города i в город j. Допустим, что добрый мэр города j издал указ выплачивать каждому въехавшему в город коммивояжеру $5. Это означает, что любой тур подешевеет на $5, поскольку в любом туре нужно въехать в город j. Но поскольку все туры равномерно подешевели, то прежний минимальный тур будет и теперь стоить меньше всех. Добрый же поступок мэра можно представить как уменьшение всех чисел j-го столбца матрицы M на 5. Если бы мэр хотел спровадить коммивояжеров из j-го города и установил награду за выезд в размере $10, это можно было бы выразить вычитанием 10 из всех элементов j-й той строки. Это снова бы изменило стоимость каждого тура, но минимальный тур остался бы минимальным. Итак, доказана следующая лемма.
Вычитая любую константу из всех элементов любой строки или столбца матрицы C, мы оставляем минимальный тур минимальным.
В этой связи введем следующие термины. Пусть имеется некоторая числовая матрица. Привести строку этой матрицы означает выделить в строке минимальный элемент (его называют константой приведения) и вычесть его из всех элементов этой строки. Очевидно, в результате в этой строке на месте минимального элемента окажется нуль, а все остальные элементы будут неотрицательными. Аналогичный смысл имеют слова «привести столбец матрицы».
Привести матрицу по строкам означает, что все строки приводятся. Аналогичный смысл имеют слова «привести матрицу по столбцам». Приведение матрицы означает сначала приведение этой матрицы по строкам, а затем по столбцам.
Если с помощью приведённой матрицы удастся построить такую последовательность переходов по городам (по вершинам графа), которым соответствует последовательность нулевых элементов приведенной матрицы, то ясно, что для этой матрицы мы получим минимальный тур. Но он же будет минимальным и для исходной весовой матрицы С, только для того, чтобы получить правильную стоимость тура, нужно будет прибавить все константы приведения. Таким образом, сумма констант приведения играет роль оценки снизу для стоимости всех туров.
Весом элемента матрицы называют сумму констант приведения матрицы, которая получается из данной матрицы заменой обсуждаемого элемента на . Следовательно, слова «самый тяжёлый нуль в матрице» означают, что в матрице подсчитан вес каждого нулевого элемента, а затем фиксирован нуль с максимальным весом.
Продемонстрируем теперь метод ветвей и границ для решения задачи о коммивояжёре.

Пример3
Пусть требуется найти легчайший простой остовной ориентированный цикл в полном взвешенном ориентированном графе на пяти вершинах, со следующей весовой матрицей C:
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Верхняя строка и левый столбец, выделенные затемненным фоном, содержат номера вершин графа; символ , стоящий на главной диагонали означает отсутствие дуг-петель; кроме того, символ  здесь и всюду означает «компьютерную бесконечность», то есть самое большое из возможных в рассмотрении чисел; считается, что в сумме  с любым числом даёт . 
Обозначим за Г множество всех обходов коммивояжера (т. е. всех простых ориентированных остовных циклов). Поскольку граф – полный, это множество заведомо не пусто. Сопоставим ему число (Г), которое будет играть роль значения на этом множестве оценочной функции: это число равно сумме констант приведения данной матрицы весов дуг графа и является оценкой снизу для стоимости минимального тура коммивояжёра. Приведённую матрицу весов данного графа следует запомнить, обозначим ее через С1.
Подсчитаем (Г). Для этого выполним приведение матрицы весов.
Сначала – по строкам:
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Теперь − по столбцам:
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Матрица C1


Сумма констант приведения (Г)=4+4+2+1+2+1=14.
Обозначим полученную матрицу через С1 и найдём в ней самый тяжёлый нуль. Заметим, что замена нулевого элемента на  приводит к изменению лишь двух слагаемых суммы констант приведения (Г) – по одному при приведении строк и столбцов. Поэтому вес нуля можно определить суммированием наименьших элементов его строки и столбца. Вообще нуль в клетке (i,j) приведённой матрицы означает, что цена перехода из города i в город j равна 0. А если мы не пойдём из города i в город j? Тогда все равно нужно въехать в город j за минимальную цену, указанные в j-том столбце; и все равно надо будет выехать из города i за минимальную цену, указанную в i-той строке. А это и есть оценка нуля. Например, вес нуля в первой строке и четвёртом столбце складывается из минимума по первой строке, равного 4 (c1,2=c1,3=4), и минимума по четвёртому столбцу, равного 0 (c5,4=0), без учета самого c1,4.
Итак, запишем приведённую матрицу еще раз, указывая рядом с каждым нулем его вес:
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Самым тяжёлым оказывается нуль в клетке (1,4). 



Разобьём множество Г на две части: множество  (все циклы, проходящие через дугу (1,4)) и  (все циклы, не проходящие через дугу (1,4)). Такое ветвление определяет необходимость выбора одного из этих вариантов. Множеству  соответствует матрица С1,1, полученная вычёркиванием соответствующих строки (строку 1) и столбца (столбец 4). У оставшихся строк и столбцов сохраним их исходные номера. Разумеется, вместе с вычёркиванием строки и столбца, в матрице надо заменить на  числа в определённых клетках так, чтобы не получалось коротких циклов (длиной меньше n). В данном случае из города 4 мы уже не можем проехать в город 1, поэтому в клетке (1,4) ставим знак .
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Матрица С1,1
	
Матрица С1,1 после приведения


Сумма констант приведения матрицы С1,1 здесь равна 1, поэтому (Г{(1,4)})={1,4}=14+1=15. Сопоставим результат (Г{(i,j)}) множеству Г{(i,j)}, (в нашем случае Г{(1,4)}).


Множеству  (в нашем случае ), в свою очередь, соответствует другая матрица – С1,2, полученная заменой на  элемент с1,4 в матрице С1:
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Матрица С1,2
	
Матрица С1,2 после приведения







Сумма констант последнего приведения равна 4, так что Теперь выберем между множествами  и  то, на котором минимальна функция . В нашем случае из множеств, которому соответствует меньшее из чисел (Г{(1,4)})=15 и . Поэтому дальнейшей разработке подвергнется множество Г{(1,4)}.
Итак, выделена определенная дуга (1,4) графа и построены новые матрицы, к которым, очевидно, можно применить описанную выше процедуру. При каждом таком повторном применении будет фиксироваться очередная дуга графа, которая в конечном итоге войдёт в искомый гамильтонов цикл (цикл коммивояжёра), если данная ветвь будет продолжена до конца и иметь минимальный вес.
В матрице С1,1 подсчитаем веса нулей (веса нулей указаны в скобках):
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Самым тяжёлым является нуль с номером (4,3), так что теперь следует рассматривать множества  и .
Обратимся к первому из них. Поскольку, вычеркнув строку 4 и столбец 3 в матрице С1,1, нужно также заменить на  числа в определённых клетках так, чтобы не получалось коротких циклов (длиной меньше n), то в клетке с номером (3,1) надо поставить символ . Получим матрицу С1,1,1:
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Матрица С1,1,1
	
Матрица С1,1,1 после приведения




Для оценочной функции .

Матрица С1,1,2 для множества :
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Матрица С1,1,2
	
Матрица С1,1,2 после приведения





Оценочная функция . Следовательно, дальнейшей разработке подлежит . «Взвешиваем» нули в матрице С1,1,1:
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Поскольку все нули имеют одинаковый вес, выберем любой из них; для определённости – нуль, стоящий в клетке (2,1).


Теперь речь пойдёт о множествах  и .
Как и раньше, вычёркивая строку 2 и столбец 1 в матрице С1,1,1, нужно также заменить на  числа в определённых клетках так, чтобы не получалось коротких циклов (длиной меньше n). Так в клетке с номером (3,2) окажется символ .
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Матрица С1,1,1,1
	
Матрица С1,1,1,1 после приведения




Получаем для оценочной функции .

Для множества  матрица такова:
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Матрица С1,1,1,2
	
Матрица С1,1,1,2 после приведения



Для оценочной функции .


Получилось, что для дальнейшей разработки можно брать любое из множеств  и . Но в первом случае уже получена матрица размером 22. Её нулевые клетки дают те дуги, которые с найденными ранее составляют обход коммивояжёра, причём вес этого обхода равен значению оценочной функции – 18. Вот этот обход:
(1,4)(4,3) (3,5) (5,2) (2,1) или 143521
Найденный путь коммивояжёра является оптимальным, потому что значения оценочной функции на всех оборванных ветках (на границах) больше либо равны стоимости этого пути. Возможно, что оптимальный цикл будет не единственным. При ином варианте выборов по ходу разбиений можно было получить и другой оптимальный путь коммивояжёра, однако стоимость этих путей будет одинакова.

Задание 4 Транспортная задача с ограничениями на пропускную способность
Пусть требуется при решении транспортной задачи ограничить перевозки от поставщика с номером l к потребителю с номером k.
Возможны ограничения двух типов:
1. xlk ≥ a. Прежде чем решать задачу необходимо сократить запасы l-го поставщика  и запросы k-го потребителя на величину a. В полученном оптимальном решении следует увеличить объем перевозки xlk на величину a.
2. xlk ≤ b. Прежде чем решать задачу необходимо вместо k-го потребителя с запросами bk ввести двух других потребителей. Один из них с номером k должен иметь запросы , а другой с номером n+1 – запросы bn+1=bk – b. Стоимости перевозок для этих потребителей остаются прежними, за исключением стоимости cl(n+1), которая принимается равной сколь угодно большому числу М. после получения оптимально решения величины грузов, перевозимых к n+1-му потребителю, прибавляются к величинам перевозок  k-го потребителя. Так как cl(n+1) = М – самая большая стоимость перевозки, то в оптимальном решении клетка с номером  (l, n+1) останется пустой и объем перевозки xlk не превзойдет b.
Пример 4
Решить транспортную задачу, исходные данные которой приведены в таблице, при дополнительных условиях: объем перевозки груза от второго поставщика второму потребителю должен быть не менее 200 единиц (х22 ≥ 200), а от третьего первому – не более 300 единиц (х31 ≤ 300).
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Для того чтобы в оптимальном решении объем перевозки х22 был не менее 200 единиц, при решении задачи будем предполагать, что запасы второго поставщика а2 и запросы второго потребителя b2  меньше фактических на 200 единиц. После получения оптимального решения объем перевозки х22 увеличим на 200 единиц.
Для того чтобы удовлетворить требованию х31 ≤ 300, вместо первого потребителя введем двух других. Один из них под прежним первым номером имеет запросы b1 = 300 единиц и прежние стоимости перевозок единиц груза. Другому присвоим четвертый номер. Его запросы равны b4 = 600 – 300 = 300 единиц и стоимости перевозок единиц груза те же, что и у первого потребителя, за исключением с34, которую примем равной сколь угодно большому числу М, т.е. с34 = М. После нахождения оптимального решения задачи объемы перевозок для четвертого потребителя необходимо прибавить к соответствующим объемам перевозок для первого потребителя.
В результате указанных преобразований таблица исходных данных задачи будет иметь следующий вид:

[image: \\edu.local\public\staffhomes\korobeynikovaiu\My Documents\My Pictures\img016.jpg]
Далее задачу решаем обычным методом потенциалов. Проверяем выполнение необходимого и достаточного условия существования решения задачи. Находим суммарные запасы поставщиков и запросы потребителей:
а1 + а2 + а3 = 300 + 200 + 500 = 1000;
b1 + b2 + b3 + b4 = 1300.
Задача с неправильным балансом. Вводим фиктивного поставщика с запасами  а4 =1300 – 1000 = 300 единиц.
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Составляем начальное опорное решение Х1 методом минимальной стоимости и находим потенциалы. Вычисляем оценки для свободных клеток таблицы. Все оценки положительные, кроме оценки  = 8. Находим цикл для клетки (3, 1). Он состоит из клеток (3, 1), (1, 1), (1, 4), (4, 4), (4, 3), (3, 3). Находим величину груза для перераспределения по означенному циклу =  при (i, j) = (4. 4). Осуществляем сдвиг по этому циклу на величину   = 100, получаем второе опорное решение Х2.
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Решение Х2 оптимальное, так как все оценки неположительные. Запишем оптимальное решение исходной задачи. Для этого увеличим объем перевозки х22 на 200 единиц и объединим объемы перевозок четвертого потребителя с объемами перевозок первого потребителя. Получим
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Вычислим значение целевой функции на оптимальном решении:
Z(X*) = 2 300 + 2   200 + 11  200 + 4  100 + 10  300 + 12  100 = 7800.
Ответ: min Z(X) = 7800 при .



ТРЕБОВАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ

В курсе «Прикладная математика» изучается применение методов теории графов и теории транспортных задач в прикладных задачах. 
При выполнении контрольной работы необходимо придерживаться следующих правил:
1. Студент обязан делать контрольную работу только своего варианта в сроки, предусмотренные графиком.
2. Номер варианта определяется по следующей схеме

Номер варианта соответствует начальной букве фамилии студента.
Вариант №1              Вариант №2               Вариант №3            Вариант №4
А, Б, В                        Г, Д, Е                        Ж, З, И                    К, Л
  
Вариант №5              Вариант №6               Вариант №7             Вариант №8
М, Н                           О, П, Р                             С, Т, У                Ф, Х, Ц

Вариант №9              Вариант №10
Ч, Ш, Щ                    Э, Ю, Я

3. Контрольную работу следует выполнять в ученической тетради чернилами любого цвета, кроме красного, оставляя поля (3 – 4 см) для замечаний рецензента. Рекомендуется в конце тетради указать список используемой литературы и оставить несколько чистых листов для исправлений и дополнений в соответствии с указаниями рецензента.
4. На обложке тетради студент должен указать свою фамилию, имя, отчество, также название работы, номер варианта, форму обучения, специальность, курс, номер группы, домашний адрес и дату отправки. 
5. Перед решением задачи нужно полностью выписать ее условие. Если несколько задач имеют общую формулировку, переписывать следует только условие задачи нужного варианта. Решение каждой задачи следует сопровождать подробными ссылками на соответствующие формулы, теоремы и правила. Вычисления должны быть доведены до конечного числового результата. Ответы и выводы, полученные при решении задач, следует подчеркнуть.
6. После получения отрецензированной работы студенту необходимо исправить все отмеченные ошибки и недочеты.
Если работа возвращена на доработку, то следует переделать те задачи, на которые указывает рецензент, а при отсутствии такого указания контрольная работа должна быть выполнена заново.
Переделанная работа высылается на повторное рецензирование обязательно с незачтенной ранее работой и рецензией к ней. При этом на обложке следует указать фамилию рецензента.
7. Работы, выполненные без соблюдения этих правил,  к зачету не принимаются и возвращаются без рецензирования для переработки.
8. На экзамен допускаются студенты, контрольная работа которых является зачтенной.   
Варианты контрольных заданий 1, 2, 3 должны соответствовать следующей таблице:


	Вариант
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Номер задания
	1(а), 2(а), 
3(а)
	1(б), 2(б), 3(б)
	1(в), 2(в), 3(в)
	1(а), 2(а),
3(б)
	1(б),  2(б),
3(в)
	1(в), 2(в),
3(в)
	1(а), 2(б),
3(б)
	1(б), 2(а),
3(а)
	1(в), 2(б),
3(б)
	1(а), 2(в),
3(а)





ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. С помощью алгоритма фронта волны найти расстояния в ориентированном графе D: диаметр, радиус и центры. 
	

	

	


	а)
	б)
	в)



Примечание: самый длинный путь в графе найти при помощи алгоритма фронта волны.


2. Найти минимальный путь в нагруженном графе по методу Форда-Беллмана.
	

	

	


	

а) из вершины  в вершину 
	

б) из вершины  в вершину 
	

в) из вершины  в вершину 

	
	
	


3. Методом ветвей и границ найти оптимальный путь коммивояжёра при следующей матрице стоимости.
		
	1
	
	3
	4
	5
	6

	1
	
	13
	7
	5
	2
	9

	2
	8
	
	4
	7
	5
	17

	3
	8
	4
	
	3
	6
	2

	4
	5
	8
	1
	
	0
	1

	5
	21
	6
	1
	4
	
	9

	6
	10
	0
	8
	3
	7
	



		
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	
	6
	4
	8
	7
	14

	2
	6
	
	7
	11
	7
	10

	3
	4
	7
	
	4
	3
	10

	4
	8
	11
	4
	
	5
	11

	5
	7
	7
	3
	5
	
	7

	6
	14
	10
	10
	11
	7
	



		
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	
	2
	2
	3
	3
	3

	2
	2
	
	1
	1
	1
	3

	3
	2
	1
	
	3
	3
	3

	4
	3
	1
	3
	
	3
	3

	5
	3
	1
	3
	3
	
	1

	6
	3
	3
	3
	3
	1
	




	а)
	б)
	в)




4. Решить транспортную задачу с ограничением на пропускную способность


	Вариант 1
x44 x23
	

	500
	500
	1000
	1500

	1000
	3
	2
	5
	4

	1500
	4
	3
	5
	3

	500
	1
	1
	3
	2

	1500
	4
	1
	6
	3



	Вариант 6
x43 x21
	

	100
	200
	100
	200

	100
	1
	3
	1
	2

	200
	4
	7
	3
	5

	50
	3
	4
	1
	6

	100
	7
	8
	3
	6




	


Вариант 2
x32 x11
	

	300
	300
	300
	300

	300
	5
	5
	4
	3

	200
	4
	7
	4
	2

	400
	3
	2
	3
	4

	100
	3
	1
	2
	7



	


Вариант 7
х11 x33
	

	30
	30
	60
	90

	60
	3
	11
	4
	4

	30
	2
	10
	5
	6

	60
	3
	13
	3
	7

	30
	1
	4
	2
	1




	



Вариант 3
x21 x44
	

	1000
	1000
	2000
	2000

	500
	5
	6
	3
	8

	1000
	1
	1
	2
	3

	1500
	2
	5
	4
	4

	2000
	6
	3
	5
	9



	



Вариант 8
x21 x12
	

	40
	20
	10
	20

	40
	7
	6
	5
	11

	20
	3
	4
	2
	2

	10
	9
	10
	3
	15

	10
	1
	5
	1
	3




	

Вариант 4
x42 x24
	

	50
	100
	100
	100

	50
	2
	4
	5
	8

	100
	5
	3
	4
	6

	50
	3
	1
	2
	4

	100
	7
	2
	6
	9



	

Вариант 9
x44 x23
	

	40
	30
	40
	50

	20
	5
	3
	1
	6

	30
	4
	6
	4
	7

	20
	4
	1
	2
	3

	40
	6
	3
	8
	10




	

Вариант 5
x44 x23
	

	50
	100
	200
	200

	50
	1
	9
	2
	2

	100
	6
	4
	10
	3

	100
	8
	4
	7
	5

	200
	7
	6
	5
	5



	

Вариант 10
х32 x23
	

	100
	200
	200
	300

	100
	4
	3
	5
	2

	200
	7
	1
	2
	3

	300
	9
	2
	4
	5

	100
	1
	3
	6
	4
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